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ВЕЙВЛЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ХААРА1 

 

В статье обсуждается проблема гиперконечной аппроксимации вейвлетного преобра-

зования и оптимальности значений параметров такого преобразования. Актуальность иссле-

дования обусловлена наличием проблем в современной теории кодирования и восстановле-

ния сигналов. Широкое применение средств вычислительной техники в обработке сигналов 

актуализировало проблему построения и исследования дискретных моделей, позволяющих 

преобразовывать и восстанавливать непрерывные сигналы по конечному набору значений 

этих сигналов. Ведущими методами исследования явились методы вейвлетного и инфините-

зимального анализа. Инфинитезимальный анализ позволяет исследовать бесконечные и не-

прерывные объекты с помощью гиперконечномерного, то есть «дискретного», моделирова-

ния этих объектов. Вейвлетный анализ эффективен в случае нестационарных сигналов. Ка-

чество восстановления сигнала при вейвлетном преобразовании определяется параметрами 

растяжения и сдвига этого преобразования, поэтому важнейшей проблемой в приложениях 

вейвлетного анализа является проблема локализации области значений этих параметров.  

 

Ключевые слова: вейвлетное преобразование, гиперконечная аппроксимация, пара-

метры вейвлетного преобразования Хаара.   

 

Начиная с восьмидесятых годов прошлого столетия активно развивается 

теория вейвлетного анализа [1; 2; 3: 4], а применение вычислительной техники 

в обработке сигналов актуализировало проблему табличных и гиперконечных 

аппроксимаций различных операторов [5; 6; 7]. 

Использование методов инфинитезимального анализа к указанной про-

блеме приводит к изучению гиперконечной аппроксимации прямого и обратно-

го вейвлетного преобразования.  
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Настоящая работа посвящена изучению вейвлета Хаара 
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с носителями );[ abb   и непрерывному вейвлетному преобразованию,  кото-

рое задается формулой: 

(𝑊𝑓)(𝑎, 𝑏) =
1

√𝑎
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏+𝑎

𝑏+0,5𝑎

𝑏+0,5𝑎

𝑏
).                         (1) 

Соответствующие дискретные вейвлетные функции  

𝜑𝑚,𝑛(𝑡) = 𝜎
−
𝑚

2𝜑 (
𝑡 − 𝜎𝑚𝑛

𝜎𝑚
) 

и дискретное вейвлетное преобразование   

(𝑊𝑓)(𝑚, 𝑛) = 𝜎−
𝑚

2 ( ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏(𝑛+1)𝜎𝑚

(𝑛+0,5)𝜎𝑚

(𝑛+0,5)𝜎𝑚

𝑛𝜎𝑚

) 

получаем из (1) при  

𝑎𝑚 = 𝜎
𝑚,     𝑏𝑚,𝑛 = 𝑛𝜎

𝑚, 

где    𝜎 > 0,    𝑚 и 𝑛 натуральные. 

Для функции 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ее нестандартное расширение обозначают через 

𝑓 
∗ : 𝐴 → 𝐵 

∗  [8,9]. Пусть ΦΔ(𝑓) - это таблица значений функции 𝑓 в узлах сетки 

(Δ𝒌) с шагом Δ𝑗 по каждой переменной 𝑥𝑗 на отрезке  [−𝐴𝑗; 𝐴𝑗], то есть  

ΦΔ(𝑓) = 〈𝑓(Δ𝒌)| 𝒌 = −𝑀;𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〉                                       

где Δ𝑗 = 𝐴𝑗/𝑀.  

Размер полученной таблицы равен 𝑁𝑛 (𝑁 = 2𝑀 + 1). Через ℑΔ(𝑛) обо-

значается пространство таблиц 𝐹 размера 𝑁𝑛 [5] 

𝐹 = 〈𝐹(Δ𝒌)| 𝒌 = −𝑀;𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〉                                             
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В случае, когда  𝑁 ∈ 𝑵 
∗ \𝑵, через 𝐸𝑝∆(𝑛) обозначается подпространство 

конечных элементов из ℑΔ(𝑛) 

𝐸𝑝∆(𝑛) = {𝐹 ∈ ℑΔ(𝑛) | ‖𝐹‖𝑝∆ ≪ ∞} .                                

Для линейного ограниченного оператора 

𝐴: 𝐿𝑝(𝑹
𝑛) → 𝐿𝑞(𝑹

𝑛) 

определим множество 𝑆𝐴 таких функций из ℘𝑝, образ которых 𝐴[𝑓] попадает в 

℘𝑞, т. е.  

𝑆𝐴 = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑅
𝑛)||𝑓| ∈ ℘𝑝; |𝐴[𝑓]| ∈ ℘𝑞} .   

Предполагаем следующее: 

(а) числа ∆, ∆̂  из 𝑹 
∗  и число 𝑁 из 𝑵 

∗
 удовлетворяют условиям 

∆≈ 0, ∆̂≈ 0,𝑁 ∈ 𝑵\𝑵 
∗  , ∆𝑁 ≈ ∞ , ∆̂𝑁 ≈ ∞;                           

(б) оператор      𝐴∆: 𝐸𝑝∆(𝑛) → 𝐸𝑞∆̂(𝑛)    является внутренним гиперконеч-

ным оператором с конечной нормой, причем 
1

𝑝
+
1

𝑞
= 1;  

(в) оператор 𝐴: 𝐿𝑝(𝑹
𝒏) → 𝐿𝑞(𝑹

𝒏) является линейным ограниченным опе-

ратором таким, что множество 𝑆𝐴 плотно в пространстве 𝐿𝑝(𝑹
𝒏).   

Говорят, что оператор  𝐴∆ аппроксимирует оператор 𝐴, если для любой 

функции 𝑓 из 𝑆𝐴 справедливо соотношение [5] 

‖𝐴∆[Φ∆(f)] − Φ∆̂(𝐴[𝑓])‖𝑞∆̂ ≈ 0. 

В терминах стандартного анализа это означает, что если нормы линейных 

операторов     

𝐴𝑠: 𝐸𝑝∆𝑠(𝑛) → 𝐸𝑞∆𝑠(𝑛) 

ограничены в совокупности, для линейного ограниченного оператора 

𝐴: 𝐿𝑝(𝑹
𝑛) → 𝐿𝑞(𝑹

𝑛)  множество 𝑆𝐴 плотно в 𝐿𝑝(𝑹
𝑛)  и при 𝑠 → ∞ справедливо 

𝑁𝑠 → ∞,   ∆𝑠→ 0,     ∆̂𝑠→ 0,    ∆𝑠𝑁𝑠 → ∞,     ∆̂𝑠𝑁𝑠 → ∞, то последовательность опе-

раторов 𝐴𝑠 аппроксимирует оператор 𝐴 в том смысле, что для всякой функции 

𝑓 из 𝑆𝐴  

‖𝐴𝑠[Φ∆𝑠(𝑓)] − Φ∆̂(𝐴[𝑓])‖𝑞∆̂
   
𝑠→∞
→    0  
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Для исследуемого сигнала  f  рассмотрим таблицу его значений в узлах 

сетки   ∆𝑘: 

𝐹 =< 𝑓(∆𝑘)|𝑘 = −𝐾;𝐾̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ > 

Через 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) обозначим сужение функции 𝑓(𝑡) на промежутки 

[𝑛𝜎𝑚; (𝑛 + 0,5)𝜎𝑚] и [(𝑛 + 0,5)𝜎𝑚; (𝑛 + 1)𝜎𝑚] соответственно, При введенной 

дискретизации параметров вейвлетного преобразования гиперконечный 

вейвлетный оператор примет вид 

(𝑊∆𝑓)(𝑚, 𝑛) = 𝜎
−
𝑚

2∆(∑ 𝑓1(
𝐾
𝑘=−𝐾 ∆𝑘) −∙ ∑ 𝑓2(

𝐾
𝑘=_𝐾 ∆𝑘)  ). 

Заметим, что гиперконечный оператор (𝑊∆𝑓)(𝑚, 𝑛) аппроксимирует дис-

кретный вейвлетный оператор (𝑊𝑓)(𝑚, 𝑛),  

Согласно формуле восстановления сигнала  𝑓 из пространства  𝐿2 [1] 

𝑓 =
1

𝐶𝜑
 ∫ (𝑊𝑓)(𝑎, 𝑏)𝜑𝑎,𝑏

𝑑𝑎𝑑𝑎𝑏

|𝑎|2

 

𝑅_
2 , 

причем, константа 𝐶𝜑  определяется соотношением 

𝐶𝜓 =
〈𝑊𝑓,𝑊𝑓〉

〈𝑓, 𝑓〉
 

Таблицу значений для сигнала f  можно восстановить по формуле: 

𝐺(∆𝑘) =
1

𝐶𝜑
∑ ∑ 𝜎−𝑚∆( ∑ 𝑓1(

𝐾

𝑘=−𝐾

∆𝑘) − ∑ 𝑓2(

𝐾

𝑘=_𝐾

∆𝑘)  ) 

𝑁𝑚

𝑛=−𝑁𝑚

𝜑 (
∆𝑘 − 𝜎𝑚𝑛

𝜎𝑚
)

𝑀2

𝑚=−𝑀1

∙  ∆𝑚∆𝑚,𝑛  

В исследовательской литературе значение , как правило, берется равным 

двум,  равным единице. Однако данные значения не являются оптимальными 

в том смысле, что восстановленный сигнал отличается от исходного в большей 

мере, чем при других значениях параметров. Проблема локализации области 

значений параметров  и  представляет одну из важных проблем при решении 

задачи о восстановлении сигнала. Наши исследования показали, что наимень-

шая ошибка при восстановлении сигнала в случае вейвлетного преобразования 

Хаара получается при =1,2, =0,8.  Приведем несколько примеров восстанов-

ленных сигналов. 
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Пример 1. Сигнал   
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Рис. 1. Исходный сигнал 

 

 

Рис. 2. Восстановленный сигнал 

 

Пример 2. Сигнал  

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Рис. 3. Исходный сигнал 
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Рис. 4. Восстановленный сигнал 

 

Пример 3.  Сигнал  


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Рис. 5. Исходный сигнал 

 

 

Рис. 6. Восстановленный сигнал 
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