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Аннотация. В работе формулируются определения понятий гармонически выпуклой, строго гармониче-
ски выпуклой, гармонически вогнутой, строго гармонически вогнутой функций. Рассматривается геометриче-
ская характеризация таких функций в терминах расположения точек графика функции под или над так называ-
емой гиперболической дугой в зависимости от вида гармонической выпуклости. Приводятся примеры гармони-
чески выпуклых (вогнутых) функций, в частности функций, являющихся разрывными на рассматриваемых 
промежутках. Главным результатом работы является вывод достаточных условий строгой и нестрогой гармо-
нической выпуклости или вогнутости функции на промежутке в терминах ее производных первого и второго 
порядков. Получен своеобразный аналог классического утверждения основ анализа о достаточных условиях 
строгой выпуклости и строгой вогнутости гладкой функции в терминах знака ее второй производной. 
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Воспроизведем определение понятия гармонически выпуклой функции (см., напр., [2; 3]). 
Пусть     ;00;l  – произвольный промежуток числовой прямой Ox и lf : R – 

функция, заданная на этом промежутке. 
Определение 1. Функцию f назовем гармонически выпуклой на l, если для любого отрезка 

  lba ;  и любого числа ]1;0[  выполняется неравенство 

     )()1()1( 111 bfafbaf  


.                               (1) 

 Если в условиях определения 1 для всех  1;0  будет выполняться неравенство 

     )()1()1( 111 bfafbaf  


,                               (2) 
то функцию f условимся называть строго гармонически выпуклой на рассматриваемом промежутке l. 

Ясно, что строго гармонически выпуклая функция является гармонически выпуклой. 
Аналогично определяются гармонически вогнутая и строго гармонически вогнутая функ-

ции – для этого в определяющих их неравенствах типа (1)–(2) следует использовать знаки   и > 
соответственно. 

Приведем примеры гармонически выпуклых и гармонически вогнутых функций, рассмотрен-
ные нами ранее в работе [1].  

Функция x
cxf 
)( , где c и   – вещественные константы, является как гармонически 

выпуклой, так и гармонически вогнутой на всяком промежутке     ;00;l . Это следу-
ет из того, что для данной функции соотношение (1) обращается в равенство. 

Функция 0,)(  xxxf , является строго гармонически выпуклой, так как для любых по-

ложительных чисел a и b  ( ba  ) и любого )1;0(  имеем: 

  
 baba )1()1(

111   
 

   021 22  baba . 

Аналогично устанавливается, что функция 0,)(  xxxg  – строго гармонически вогнутая. 
В работе [1] приводится геометрическая характеризация гармонически выпуклых функций. 

Она заключается в следующем. 
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Если )(xf  – гармонически выпуклая на промежутке l, l0 , функция, то для любого отрез-

ка  ba; , принадлежащего l, и любого  baxx ;,  , выполняется условие: точка )(; xfx  графи-
ка функции f будет находиться не выше точки гиперболической дуги, соединяющей точки 
 )(; afa ,  )(; bfb , с той же абсциссой x.  

Если же )(xf  – строго гармонически выпуклая на промежутке l функция, то для любого от-

резка  ba; , принадлежащего l, и любого  baxx ;,  , выполняется условие: точка  )(; xfx  
графика функции f лежит строго ниже точки гиперболической дуги, соединяющей точки 
 )(; afa ,  )(; bfb  с той же абсциссой x. 

Обращаясь к рассуждениям в [1], легко проследить то, что приводимые утверждения обратимы. 
В данных утверждениях упоминаемая гиперболическая дуга, соединяющая точки  )(; afa , 

 )(; bfb , есть кривая 

x
ab

ab
bfaf

ab
aafbbfy









)()()()(

.                                               (3) 

Заметим, уравнение (3) можно переписать в виде 

)(
)(
)()(

)(
)( bf

abx
axbaf

abx
xbay 








 .                                              (4) 

Правую часть (4) условимся обозначать символом )(),( xba
f , подчеркивающим связь (4) с 

функцией f и отрезком  ba; . В терминах введенного символа условие гармонической выпуклости 
функции f можно сформулировать следующим образом.  

Функция )(xf  гармонически выпукла на промежутке l, l0 , тогда и только тогда, когда 

для любого отрезка  ba; , принадлежащего l, и любого  baxx ;,  , выполняется условие 

)()( ),( xxf ba
f . На рассматриваемом промежутке функция )(xf  будет строго гармонически 

выпуклой тогда и только тогда, когда для любого отрезка  ba; , принадлежащего l, и любого 

 baxx ;,  , выполняется условие )()( ),( xxf ba
f .  

Ясно, что аналогичные утверждения можно сформулировать и для гармонически вогнутой (в 
строгом или нестрогом смысле) функции. 

В данном месте построим примеры гармонически выпуклых на промежутке функций, не яв-
ляющихся на данном промежутке непрерывными.  

Рассмотрим функцию  








.1,1

,21,0
x
x

xh   Она, очевидно, в точке 1x  имеет разрыв пер-

вого рода. Поскольку для нее выполняется условие   21,
)1(

)(),1( 



 bx
xb
xbxxh b

h ; 

  21,0)(),(  bxaxxh ba
h , то h –гармонически выпуклая на отрезке  2;1  функция. 

Аналогично можно обосновать, что функция 













0,1
,0,0
,0,1

x
x
x

xsign  является гармонически 

выпуклой на промежутке  0,  и гармонически вогнутой на промежутке  ,0 . 
Поставим сейчас перед собой цель вывести достаточные условия строгой гармонической вы-

пуклости или вогнутости непрерывной на промежутке l, l0 , и дважды дифференцируемой внут-
ри данного промежутка функции. Справедлива  
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Теорема А. Пусть lf : R – функция, непрерывная на промежутке     ;00;l  
числовой прямой Ox, дважды дифференцируемая внутри данного промежутка. Если для внутренних 

точек x из l выполняется условие 0)()(2 2  xfxxfx , то f – строго гармонически выпуклая на 

промежутке l функция. Если же для таких точек выполняется условие 0)()(2 2  xfxxfx , то 
f – строго гармонически вогнутая на рассматриваемом промежутке функция.  

Доказательство. Пусть 0)()(2 2  xfxxfx  для любой внутренней точки x проме-
жутка l. Покажем, что в данном предположении для любого отрезка   lba ;  будет выполняться 

неравенство )()( ),( xxf ba
f , где x – произвольная точка из интервала  ba; . Это будет озна-

чать, как отмечено выше, строгую гармоническую выпуклость функции f на промежутке l. 
 Имеем:  

 )()(),( xfxba
f 






 )()(

)(
)()(

)(
)( xfbf

abx
axbaf

abx
xba

 

   







 )()(
)(
)()()(

)(
)( xfbf

abx
axbxfaf

abx
xba

 

  


















 



111111

1111 )()()()(
xb
xfbf

ax
xfaf

ab
axxb

. 

Замечаем, что в последнем произведении в силу неравенства bxa   дробь 

  
11

1111

),,( 







ab

axxbbxaK  отрицательна, а дроби 11
)()(

 

ax
xfaf

, 11
)()(

 

xb
xfbf

 по 

теореме Коши можно представить в виде 

2

11 1
)()()(















f
ax
xfaf

, 

2

11 1
)()()(















f
xb
xfbf

, 

где   и   – некоторые средние точки, удовлетворяющие условию bxa   . Следова-
тельно,  

 )()(),,()()( 22),(  ffbxaKxfxba
f  . 

Применяя теорему Лагранжа, отсюда получаем представление 

    )()(2),,()()( 2),( ffbxaKxfxba
f , где   – некоторая точка, 

лежащая между точками   и  . Так как 0)()(2 2   ff , то получаем 

0)()(),(  xfxba
f . Нужное показано.  

Ясно, что второе утверждение теоремы устанавливается аналогично. Теорема доказана. 
Замечание 1. Техника доказательства теоремы 1 позволяет сформулировать следующее 

утверждение. 
Если в условиях теоремы А для внутренних точек x из l выполняется условие 

0)()(2 2  xfxxfx , то f – гармонически выпуклая на промежутке l функция; выполнение 

для таких точек неравенства 0)()(2 2  xfxxfx  обеспечивает вывод о гармонической во-
гнутости функции f на рассматриваемом промежутке.  

Замечание 2. Теорема А есть своеобразный аналог классического утверждения о достаточ-
ных условиях строгой выпуклости и строгой вогнутости гладкой функции в терминах второй про-
изводной данной функции. 

Вернемся к рассмотренным выше примерам гармонически выпуклых и вогнутых функций. 
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Для функций 0,)(  xxxf , и 0,)(  xxxg , фигурирующая в условиях теоремы А  

величина )()(2 2 xfxxfx   есть выражение x2 . Следовательно, по данной теореме f – строго 
гармонически выпуклая функция, а g – строго гармонически вогнутая. 

Для функции x
cxf 
)(   величина )()(2 2 xfxxfx   тождественно равна нулю, 

следовательно, по приводимому замечанию данная функция и гармонически выпукла, и гармони-
чески вогнута на всяком промежутке     ;00;l .  

Рассмотрим другие иллюстрации применения теоремы А. 

Для функции 
xexf )(  выражение )()(2 2 xfxxfx   есть величина  

xexx )2(  , следовательно, она является строго гармонически выпуклой на всяком проме-

жутке     ;02;l  и строго гармонически вогнутой на интервале  0;2 .  

Так как       xxx exxxxexxex 22 422 





, то по теореме А  функция 
xxexf )(  есть строго гармонически выпуклая функция на интервалах,  22;22  , 

 ;0  и строго гармонически вогнутая на интервалах  22;  ,  0;22  . 
Функция xln  – гармонически выпуклая функция, поскольку в ее области определения 

    01lnln2 2  xxxx . 
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