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Аннотация. Одним из критериев качества сварного соединения является технологическая прочность 
металла шва и зоны термического влияния. Разрушение металла в сварном шве и зоне термического влияния 
связано с образованием горячих и холодных трещин. Наибольшую опасность представляют кристаллизаци-
онные трещины, которые образуются при затвердевании металла сварочной ванны и формировании первич-
ной структуры металла шва. 

Для устранения перегрева и уменьшения вероятности возникновения кристаллизационных трещин 
непосредственно в металле шва в процессе кристаллизации необходимо поставить и решить задачу опти-
мального управления тепловым процессом кристаллизации металла сварного шва.  

В данной работе исследуются условия применения метода моментов при оптимизации процесса кри-
сталлизации металла сварного шва для устранения перегрева и уменьшения вероятности образования кри-
сталлизационных трещин непосредственно в металле шва в процессе кристаллизации. 

Цель: исследование условий применения метода моментов для оптимального управления процессом 
кристаллизации металла сварного шва. 

Задача: рассмотреть алгоритм применения метода моментов при оптимизации процесса кристаллизации. 
 
Ключевые слова: методы оптимального управления, метод моментов, кристаллизация металла, про-

странство управлений, распределение температуры. 
 
Постановка и решение задачи оптимального управления процессом кристаллизации металла 

сварного шва с применением принципа максимума рассмотрена в статье, опубликованной в журна-
ле «Сварка и диагностика» [1]. Одним из условий применения принципа максимума является нера-
венство нулю невязки интегрального уравнения, описывающего распределение температуры в 
сварном соединении в процессе кристаллизации металла сварного шва. В данной работе рассмот-
рим условия применения метода моментов для управления процессом кристаллизации и особенно-
сти процедуры оптимизации при помощи метода моментов. 

Одним из основных условий применения метода моментов при оптимизации является тожде-
ственное равенство нулю невязки интегрального уравнения распределения температуры в процес-
се сварки [2; 3], то есть заданное распределение температуры ܶ′ (левая часть уравнения (1)) в лю-
бой момент должно полностью совпадать с истинным распределением температуры ܶ, определяе-
мым правой частью интегрального уравнения. В случае одномерного теплового процесса при нуле-
вых начальных и граничных условиях уравнение распределения температуры имеет вид [4; 5; 6]: 

(ݔ)′ܶ = න නݔ)ܭ, ,ߦ ,′ݐ ,ߦ)ݍ(߬ ߬݀ߦ݀(߬
௟

଴

௧ᇱ

଴

																		(1) 

где ܶ′(ݔ) – функция заданного распределения температуры, определяющая ширину хвостовой 
части сварочной ванны в различных сечениях хвостовой части сварочной ванны, где происходит 
процесс кристаллизации, ݔ)ܭ, ,ߦ ,′ݐ ߬) – известная функция, которая выводится при решении 
уравнения теплопроводности и может быть функцией влияния, импульсной переходной функцией 
или функцией Грина [4]. Аргументы функции ܭ изменяются в пределах: 0 ≤ ݔ ≤ ݈, 	
0 ≤ ߦ ≤ ݈, 0 ≤ ߬ ≤ ݐ ≤ ,ݔ)ݍ	время, в течение которого действует управление – ′ݐ где ,′ݐ  .(ݐ
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Равенство (1) выражает континуальный аналог проблемы моментов, то есть равенство (1) 
определяет совокупность моментов в виде бесконечной системы равенств. Действительно, если 
разложить функцию заданной температуры ܶ′(ݔ) и функцию ݔ)ܭ, ,ߦ ,′ݐ ߬) в ряд по системе не-
зависимых функций, например, тригонометрических sinߤ௡ݔ , то равенство (1) принимает вид: 

෍ ௡ܶ
ᇱߤ݊݅ݏ௡ݔ = 	෍නන߰௡(ߦ, ,′ݐ ,ߦ)ݍ(߬ ݔ௡ߤ݊݅ݏ	߬݀ߦ݀(߬

௟

଴

௧ᇱ

଴

ஶ

௡ୀଵ

																(2)
ஶ

௡ୀଵ

 

где ߰௡(ߦ, ,′ݐ ߬) = ݁ି௔ఓ೙మ(௧ᇱିఛ)ߤ݊݅ݏ௡ߦ, ௡ߤ = 	
గ௡
௟
, ;0]	߳ߦ ,[ݔ ߬߳	[0;  [′ݐ

Сравнивая почленно коэффициенты при ߤ݊݅ݏ௡ݔ в левой и правой частях равенства, получа-
ем бесконечную систему равенств, выполнение которых необходимо и достаточно для справедли-
вости уравнения (1): 

௡ܶ
ᇱ = න න߰௡(ߦ, ,′ݐ ,ߦ)ݍ(߬ ,߬݀ߦ݀(߬ ݊ = 1,2, …																										(3)
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Интегралы в правой части равенств (3) называются моментами функции ݔ)ݍ, -относи (ݐ
тельно последовательности функций {ߤ݊݅ݏ௡ݔ}. Задача определения ݔ)ݍ, -которое удовлетво ,(ݐ
ряет равенствам (3), называется проблемой моментов. Для решения проблемы моментов необхо-
димо решить бесконечную систему уравнений (3) относительно ݔ)ݍ,  и получить ответ об (ݐ
управляемости рассматриваемого теплового процесса (1) при заданном распределении температу-
ры ܶ′(ݔ): если уравнения (3) имеют решение, то рассматриваемый тепловой процесс управляе-
мый, в противном случае процесс является неуправляемым. 

В случае управляемого процесса в результате решения определяется также время	ݐ′, которое 
будет минимальным временем действия источника ݔ)ݍ,  .(ݔ)′ܶ при нагреве до температуры (ݐ

Следует также заметить, что преобразование равенства (1) в счетную систему равенств (3) 
может сразу выявить неразрешимость проблемы моментов относительно ݔ)ݍ,  ,Например .′ݐ и (ݐ
если при каком-либо ݉ значение	 ௠ܶᇱ 	≠ 0, а функция ߰௠(ߦ, ,′ݐ ߬) ≡ 0, то очевидно, что ника-
ким управлением ݔ)ݍ,  ,нельзя удовлетворить уравнению (3) под номером ݉ и, соответственно (ݐ
достичь заданного распределения температуры. Проблема моментов в этом случае неразрешима, а 
система неуправляема. 

Решить бесконечно-мерную систему уравнений (3) в замкнутом виде (при	݊ → ∞) практи-
чески невозможно, поэтому решение задачи сводят к решению конечно-мерной проблемы момен-
тов (при ݊ =  уравнений (3). Тогда согласно методу ݌ то есть решают систему конечного числа ,(݌
моментов оптимальное управление определяется выражением: 

,ݔ)ݍ (ݐ = ܿ ∙ ෍݊݃݅ݏ ,ݔ)௡߰௡ߦ ,′ݐ (4)																																		(ݐ
௣

௡ୀଵ

 

где система чисел ߦଵ, ,ଶߦ …	 , -определяются из решения следующей задачи миними ′ݐ ௣ и времяߦ

зации по ߦଵ, ,ଶߦ …	 ,  ௣ߦ
найти 

݉݅݊න නอ෍ ,ݔ)௡߰௡ߦ ,′ݐ (ݐ
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																											(5) 

при условии 

෍ߦ௡ ௡ܶ
ᇱ = 1																																																									(6)

௣

௡ୀଵ

 

где ܿ определяет симметричную область пространства управлений. 
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Если начальное приближение ݐ଴ᇱ , соответствующее точке ܣ଴, найдено, ищем минимум функ-
ции ݊ܬక(ݐ଴ᇱ ) по переменной ߦ при фиксированном значении ݐ଴ᇱ . Спуск к минимальному значению 

функции (5) при условии (6) графически изображен на рисунке 1 отрезком ܣ଴ܯଵ 
 

 
Рис. 1. Спуск к минимальному значению функции 

 
Пусть этот минимум функции в точке ܯଵ определяется вектором ߦଵ и соответствует усло-

вию [5, 6]: 

଴ᇱݐ)క݊ܬ݊݅݉ ) = ଴ݐ)కభ݊ܬ
ᇱ ) < 	

1
ܿ

 

где ݊ܬక  – двойной интеграл в уравнении (5). Теперь необходимо при фиксированном векторе ߦଵ 

найти время ݐଵᇱ , чтобы выполнялось условие 

ଵݐ)కభ݊ܬ
ᇱ) < 	

1
ܿ

 

Процесс достижения этого условия на графике изображен кривой ܯଵܣଵ. Значения ߦଵ и ݐଵᇱ  
являются первыми приближениями вектора ߦ и времени ݐ′ к их оптимальному значению. Далее 
необходимо вновь искать минимум ݊ܬక(ݐଵᇱ) по переменной ߦ. 

Продолжая этот процесс последовательных приближений, можно найти такой вектор ߦሚ и 
время ݐ′, при которых выполняется условие 

ฬ݉݅݊݊ܬక(ݐ′) −
1
ܿ
ฬ ≤  ߝ

где ߝ – заданная точность приближенного решения задачи (5). 
Система чисел ߦሚଵ, ,ሚଶߦ …	 ,  определяет решение поставленной ′ݐ ሚ௣ при наименьшем времениߦ

задачи на быстродействие. Оптимальное управление определяется выражением (4) при подстанов-
ке в него чисел ߦሚଵ, ,ሚଶߦ …	,  .ሚ௣ߦ

Вывод. Метод моментов может быть использован для эффективного управления процессом 
кристаллизации металла сварного шва. 
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Abstract. One of the criteria for the quality of the welded joint is the technological strength of the weld metal 

and the zone of thermal influence. The destruction of the metal in the weld and the zone of thermal influence are asso-
ciated with the formation of hot and cold cracks. The greatest danger of crystallization cracks are formed during the 
solidification of the metal of the weld pool and the formation of the primary structure of the weld metal. 

To eliminate overheating and reduce the probability of crystallization cracks directly in the weld metal during 
crystallization, it is necessary to set and solve the problem of optimal control of the thermal process of crystallization 
of the weld metal.  

In this paper, we study the conditions of application of the method of moments in the optimization of the metal 
crystallization weld to eliminate overheating and reduce the probability of crystallization cracks directly in the weld 
metal during crystallization. 

Purpose: to study the conditions of application of the method of moments for optimal control of the process of 
crystallization of weld metal. 

Problem: to consider the algorithm of application of the method of moments in the optimization of the crystalli-
zation process. 

 
Keywords: optimal control methods, method of moments, metal crystallization, control space, temperature dis-

tribution. 
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