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Аннотация. В статье предложен новый методический подход к изложению основ теории рекуррентных 
уравнений как частного случая разностных уравнений с постоянными коэффициентами. Прослежены и сфор-
мулированы основные параллели между методами поиска точных решений рекуррентных уравнений и ли-
нейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, включающие постановку задачи, 
использование характеристического уравнения, поиск частных решений неоднородных уравнений с правой 
частью специального вида. Продемонстрированы преимущества предлагаемой методики поиска точных ре-
шений в курсе теории случайных процессов применительно к исследованию и решению систем рекуррентных 
уравнений. Рассмотрены примеры применения в различных задачах теории Марковских цепей с дискретным 
временем и дискретным множеством состояний, таких как вычисление вероятностей и среднего времени до-
стижения некоторого подмножества состояний. 
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Широкое внедрение компьютеров и математических пакетов в учебную и профессиональную 

деятельность математиков поставило перед научным и преподавательским сообществом задачу 
пересмотра не только методики преподавания математики, но и корректировки базового перечня 
математических дисциплин. Если в докомпьютерную эпоху основой математической подготовки 
как математиков, так и инженеров являлся математический анализ и дифференциальные уравне-
ния, то на современном этапе все большую роль играют такие разделы, как дискретная математика 
и численные методы. 

Этот крен в сторону большей значимости дискретных моделей приводит к тому, что многие 
курсы – в особенности прикладного характера – на самой ранней стадии изложения вводят не 
только дифференциальную модель, но и как минимум параллельно рассматривают соответствую-
щую разностную [5].  

В русскоязычной литературе эта тенденция только обозначилась, а за рубежом наряду с кур-
сами дифференциальных уравнений существуют курсы разностных уравнений [4]. Рекуррентные 
уравнения иногда рассматриваются в расширенных курсах дискретной математики [3], дифферен-
циальных уравнений, даже в научно-популярных работах [1], однако места для систематического 
изложения этого интересного и полезного раздела пока не найдено.  

В данной работе предлагается подход к изложению основ теории рекуррентных уравнений на 
основе аналогии со стандартным материалом из курса линейных дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами. Продемонстрированы преимущества поиска точных решений на 
основе изложенной методики применительно к решению систем рекуррентных уравнений в тео-
рии Марковских цепей. 

 
Постановка задачи. Одной из простейших задач на рекуррентные уравнения является зада-

ча о вычислении явной формулы для n-го члена последовательности Фибоначчи: 
 ܽ௡ାଶ = ܽ௡ାଵ + ܽ௡   (1) 
 ܽ଴ = ܽଵ = 1	  (2) 

Легко заметить, что ܽ௡ =  является корнем ߣ ௡ удовлетворяет уравнению (1), если толькоߣ
(характеристического) уравнения ߣଶ = ߣ + 1. Поскольку у квадратного уравнения имеются два кор-
ня ߣଵ,ଶ =

ଵ±√ହ
ଶ

, то получаем с учетом линейности так называемое общее решение (1) 

 ܽ௡ = ܣ ቀଵା√ହ
ଶ
ቁ
௡
+ ܤ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ
௡
	  (3) 

Подстановка в формулу (3) начальных условий (2) позволяет найти коэффициенты ܣ	и	ܤ: 
݊ = 0⟹ 1 = ܣ +  ܤ

݊ = 1⟹ 1 = ܣ
1 + √5
2 + ܤ

1 − √5
2  

                                                             
© Облакова Т. В., 2020 



 
ISSN: 2307-0536, © ВятГУ, 2020                   № 1, Advanced science 
 

 60

В итоге получаем известную формулу общего члена последовательности Фибоначчи: 

ܽ௡ =
1
√5

ቆ
1 + √5
2 ቇ

௡ାଵ

−
1
√5

ቆ
1 − √5
2 ቇ

௡ାଵ

 

Если же при изложении некоторого раздела требуется решать много рекуррентных уравне-
ний, как однородных, так и неоднородных то разумнее создать некоторую теоретическую базу. Для 
учебных целей в большинстве случаев достаточно рассмотреть уравнения второго порядка 
௞ାଵݕܽ  + ௞ݕܾ + ௞ିଵݕܿ = ௞݂ , ݇ = 1, 2,…,  (4) 
связывающие соседние значения неизвестной последовательности {ݕ௞}, ݇ = 0, 1, 2,…, посредством 
известных постоянных коэффициентов ܽ, ܾ, ܿ и известной последовательности ௞݂ .  

В случае ௞݂ ≡ 0 уравнение (4) становится однородным. 
 
Точные решения рекуррентных уравнений второго порядка. В курсе дифференциальных 

уравнений достаточно подробно рассматриваются дифференциальные уравнения с постоянными 
коэффициентами. Основные утверждения из этого раздела легко переносятся на дискретный случай 
с естественной заменой показательной функции ݕ = ݁ఒ௫  на степень с переменным показателем ߣ௞. 

Представим для наглядности несколько основных параллелей в виде таблицы. 
 

Таблица 1 
Параллели между рекуррентными и дифференциальными уравнениями 

 Дифференциальное уравнение 
2-го порядка 

Рекуррентное уравнение  
2-го порядка 

Однородное уравнение ܽݕᇱᇱ + ᇱݕܾ + ݕܿ = ௞ାଵݕܽ 0 + ௞ݕܾ + ௞ିଵݕܿ = 0 
Характеристическое уравнение ݕ = ݁ఒబ௫ – решение ⟺ 

ߣ = ଴ߣ − корень 
ଶߣܽ + ߣܾ + ܿ = 0 

௞ݕ =  ⟺ ଴௞ – решениеߣ
ߣ = ଴ߣ − корень 
ଶߣܽ + ߣܾ + ܿ = 0 

Общее решение однородного 
уравнения в случае ߣଵ ≠ (ݔ)ݕ ଶߣ = ଵ݁ఒభ௫ܥ ௞ݕ ଶ݁ఒమ௫ܥ	+ = ଵ௞ߣଵܥ +  ଶ௞ߣଶܥ

Общее решение для кратного 
корня  ߣଵ = (ݔ)ݕ ଶߣ = ଵܥ) + ௞ݕ ఒభ௫݁(ݔଶܥ = ଵܥ) +  ଵ௞ߣ(ଶ݇ܥ

Граничные условия (Задача Ко-
ши) (0)ݕ = ᇱ(0)ݕ,ܣ = ଴ݕ ܤ = ଵݕ,ܣ =  ܤ

Граничные условия (Краевая 
задача) (0)ݕ = ,ܣ (ܰ)ݕ = ଴ݕ ܤ = ,ܣ ேݕ =  ܤ

Неоднородное уравнение ܽݕᇱᇱ + ᇱݕܾ + ݕܿ =  ,(ݔ)݂
 известная функция – (ݔ)݂

௞ାଵݕܽ + ௞ݕܾ + ௞ିଵݕܿ = ௞݂, 
௞݂ – известная последовательность 

Общее решение неоднородного 
уравнения 

(ݔ)ݕ = (ݔ)однݕ +  (ݔ)෤ݕ
  частное решение – (ݔ)෤ݕ

неоднородного уравнения 

௞ݕ = ௞ݕ
одн +  ௞чݕ

  ௞ч – частное решениеݕ
неоднородного уравнения 

Вид частного решения для пра-
вой части специального вида 
(общий случай) 

Если ߙ не является корнем  
характеристического  

уравнения 
(ݔ)݂ = ݁ఈ௫ ⇒ 
(ݔ)෤ݕ =  ఈ௫݁ܣ

Если ߙ не является корнем  
характеристического уравнения 

௞݂ = ௞ߙ ⟹ ௞чݕ = ௞ߙܣ  
 

Правая часть специального вида 
(случай резонанса 1) 

Если ߙ является корнем  
характеристического уравнения 

кратности 1 
(ݔ)݂ = ݁ఈ௫ ⟹ 
(ݔ)෤ݕ = ఈ௫݁ݔܣ  

Если ߙ является корнем  
характеристического уравнения 

кратности 1 
௞݂ = ௞ߙ ⟹ ௞чݕ = ௞ߙ݇ܣ  

 
Правая часть специального вида 
(случай резонанса 2) 

Если ߙ является корнем  
характеристического уравнения 

кратности 2 
(ݔ)݂ = ݁ఈ௫ ⟹ 
чݕ =  ଶ݁ఈ௫ݔܣ

Если ߙ является корнем  
характеристического уравнения 

кратности 2 
௞݂ = ௞ߙ ௞чݕ⟹ =  ௞ߙଶ݇ܣ

 
Две теоремы из теории Марковских цепей. Рассмотрим однородную Марковскую цепь 

,{௡ߦ} ݊ = 0, 1,… со множеством состояний ࣭ = { ଵܵ, ܵଶ , … , ܵ௠}, пусть ܲ = ൫݌௜௝൯ – матрица переходных 
вероятностей этой цепи. Если в момент времени ݇ цепь находится в состоянии ௜ܵ , то кратко запи-
сываем этот факт как ߦ௞ = ݅. Выделим некоторое подмножество состояний ܣ = ൛ܵ௜భ , ௜ܵమ , … , ௜ܵ೗ൟ, ݈ < ݉. 
Для удобства обозначений перенумеруем состояния так, чтобы ܣ = { ଵܵ, ܵଶ, … , ௟ܵ}. Если цепь в мо-
мент времени ݇ находится в одном из состоянии ௜ܵ , ݅ = 1, ݈, то пишем ߦ௞ ∈  .ܣ
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Введем обозначения: 
஺ܪ = inf{݊ ≥ 0: ௡ߦ ∈  ,ܣ момент первого достижения подмножества состояний –	{	ܣ
ℎ௞஺ = ஺ܪ)ܲ < ଴ߦ|∞ = ݇) – вероятность когда-либо достичь подмножества	ܣ из состояния ܵ௞ , 
௞஺ߤ = ଴ߦ|஺ܪ)ܯ = ݇) – среднее время достижения подмножества ܣ из состояния ܵ௞ . 
Приведем две теоремы о вычислении ℎ௞஺	и	ߤ௞஺ [2]. 
Теорема 1 (о вероятностях достижения подмножества состояний). Если ܣ ⊂ ࣭ – некоторое 

подмножество состояний, то вероятности ℎ௞஺ являются минимальными неотрицательными реше-
ниями системы:  

൞

ℎ௞஺ = 1, ܵ௞ ∈ ܣ

ℎ௞஺ =෍݌௞௝ℎ௞஺
௠

௝ୀଵ

, ܵ௞ ∉ ܣ
		 

(5) 
 
(6) 

Теорема 2 (о средних временах достижения множества состояний). Если ܣ ⊂ ࣭, то вели-
чины ߤ௞஺ являются минимальными неотрицательными решениями системы:  

 

൞

௞஺ߤ = 0, ܵ௞ ∈ ܣ

௞஺ߤ = 1 + ෍ ௞஺ߤ௞௝݌
௠

௝ୀ௟ାଵ

, ܵ௞ ∉ ܣ
		 

(7) 
 
(8) 

При известной матрице ܲ = ൫݌௜௝൯ уравнения (6)	и	(8) представляют собой рекуррентные со-
отношения, связывающие члены неизвестных последовательностей ℎ௞஺	и	ߤ௞஺ , а равенства (5) и (7) 
представляют собой варианты граничных условий: ݊ + 1. 

 
Примеры применения. 
1. Рассмотрим процесс рождения и гибели, задаваемый графом, изображенным на рисунке 1. 

Здесь индекс состояния ௝ܵ  совпадает с численностью популяции. За один шаг с вероятностью ݌ в 
популяцию добавляется новая особь, с вероятностью 1 −  .одна из особей гибнет ݌

 
Рис. 1 

 
Найдем вероятность ℎ௞  вырождения популяции, если в начальный момент времени ее чис-

ленность составляет ݇ особей. Для наглядности выпишем матрицу переходных вероятностей: 

ܲ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

1 0 0
1 − ݌ 0 ݌

1 − ݌ 0
⋯ 	

0	 0	 0
0	 0	 0
0	 0	 0

⋮ ⋱ ⋮
0 	0 	0
0 	0 	0
0 	0 	0

⋯
0 ݌ 0

1 − ݌ 0 ݌
1 − ݌ 0⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

 

Тогда система (5) − (6) для вероятностей ℎ௞  достижения состояния вырождения ܵ଴ при стар-
те из состояния ܵ

௞
 приобретает вид 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ℎ଴ = 1
ℎଵ = (1 − ℎ଴(݌ + ℎଶ݌
ℎଶ = (1 − ℎଵ(݌ + ℎଷ݌

… .
ℎ௞ = (1 − ℎ௞ିଵ(݌ + ℎ௞ାଵ݌

… .

	 .  (9) 

Для нахождения точных решений системы (9) рассмотрим характеристическое уравнение 
ଶߣ݌ − ߣ + (1 − (݌ = 0. Его корни действительные, поскольку дискриминант неотрицателен: 

ܦ = 1 − 1)݌4 − (݌ = ݌2) − 1)ଶ ≥ 0. 
В случае ࢖ < ૚

૛
 собственные значения равны ߣଵ = 1	и	ߣଶ =

ଵି௣
௣
> 1, что дает общее решение: 

ℎ௞ = ܿ + ݀	 ቀଵି௣
௣
ቁ
௞

. В силу вероятностного смысла задачи (0 ≤ ℎ௞ ≤ 1) постоянная ݀ не может быть ни 

−૚
−

૚
−

࢖
 ࢖ ࢔ࡿ …

1 −  ݌
ܵ݊+1 
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положительной, ни отрицательной. Следовательно, ݀ = 0, а очевидное начальное условие ℎ଴ = 1 при-
водит к ܿ + ݀ = 1, или ܿ = 1. Откуда все ℎ௞ = 1, что означает вырождение популяции в вероятностью 1? 

Если ࢖ = ૚
૛
, то имеем случай кратных корней ߣଵ ଶߣ	= = 1,	что приводит к решению ℎ௞ = ܿ + ݀݇, и 

аналогично предыдущему случаю получаем вырождение популяции: ℎ௞ = 1. 

Если же ࢖ > ૚
૛
. то ߣଵ = 1, ଶߣ =

ଵି௣
௣
< 1, получаем ℎ௞ = ܿ + ݀	 ቀଵି௣

௣
ቁ
௞

. Найдем минимальные ре-
шения: 

ℎ଴ = 1 ⇒ ܿ + ݀ = 1 ⇒ ݀ = 1− ܿ ⇒ 

ܿ + ݀	 ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

= ൬
1− ݌
݌ ൰

௞

+ ܿ ቆ1 − ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

ቇ ≥ ൬
1− ݌
݌ ൰

௞

= ℎ௞ . 

Таким образом, вероятность вырождения популяции в этом случае равна ℎ௞ = ቀଵି௣
௣
ቁ
௞

 и 
уменьшается с ростом ݇. 

Далее найдем среднее время вырождения популяции ߤ௞ , если в начальный момент ее числен-
ность составляет ݇ особей. Выпишем систему (8) для рассматриваемого процесса:  

 ቐ
଴ߤ = 0

ଵߤ = 1 + (1 − ଴ߤ(݌ + ଶߤ݌ = 1 + ଶߤ݌
௞ߤ = 1 + (1 − ௞ିଵߤ(݌ + ,௞ାଵߤ݌ ݇ ≥ 2

	 	  (10) 

Если ݌ ≠ 1/2 , то неоднородное уравнение (10) имеет частное решение вида ߤ௞ч = ܥ ∙ ݇. Посто-
янная ܥ легко вычисляется: 

ܥ ∙ ݇ = 1 + (1 − ݇)ܥ(݌ − 1) + ݇)ܥ݌ + 1),	 
ܥ ∙ ݇ = 1+ ݇ܥ − ܥ + ݇)ܥ݌ + 1 − ݇ + 1), 

ܥ = ଵ
ଵିଶ௣

. 
Следовательно, общее решение (10) записывается в виде: 

௞ߤ = ܽ + ܾ	 ቀଵି௣
௣
ቁ
௞
+ ௞

ଵିଶ௣
. 

Начальное условие ߤ଴ = 0 дает ܽ + ܾ = 0. 
В случае ݌ < ଵ

ଶ
 наименьшее неотрицательное решение получаем при ܾ = 0:  

௞ߤ = ܽ + ܾ	 ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

+
݇

1 − ݌2 = ܾ ቆ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

− 1ቇ +
݇

1 − ݌2 ≥
݇

1 −  ݌2

Таким образом, среднее время вырождения популяции ߤ௞ =
௞

ଵିଶ௣
 прямо пропорционально ее 

численности в начальный момент.  
Если же ࢖ > ૚

૛
, то 2݌ − 1 > 0, ଵି௣

௣
< 1 и, следовательно, 

௞ߤ = ܽ + ܾ	 ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

+
݇

1 − ݌2 = ܽ ቆ1 − ൬
1 − ݌
݌ ൰

௞

ቇ −
݇

݌2 − 1. 

Неотрицательно только при ܽ = ∞, что значит ߤ௞ = ∞	при всех ݇ ≥ 1. 
В случае ࢖ = ૚

૛
 получается аналогичный результат. Уравнение (10) имеет частное решение 

вида ߤ௞ч = ܥ ∙ ݇ଶ, причем подстановка дает отрицательное значение ܥ :ܥ ∙ ݇ଶ = 1 + ଵ
ଶ
݇)ܥ − 1)ଶ +

ଵ
ଶ
݇)ܥ + 1)ଶ, ܥ = −1. Тогда общее решение (10) имеет вид ߤ௞ = ܽ + ܾ݇ − ݇ଶ, и поскольку из условия 
଴ߤ = 0 следует ܽ = 0, то необходимо ܾ = ∞, что приводит к бесконечному среднему времени вы-
рождения популяции ߤ௞ = ∞	при ݇ ≥ 1. 

2. Рассмотрим случайное блуждание на бесконечной решетке вида ℤ × {0, 1, 2}. Из вершин ви-
да (݇, 2) частица за один шаг перемещается вправо или влево с вероятностью 1/2, из вершин вида 
(݇, 1) – вверх с вероятностью 1/2 и вправо, влево или вниз с вероятностями 1/6, из вершин вида 
(݇, 0) – с вероятностью 1 влево, если ݇ четно, и вправо, если ݇ нечетно. Найдем вероятности ℎ௞  по-
падания в (0,0) из вершин (݇, 1). По условию задачи в вершину (0,0) можно попасть из соседней  
с ней вершины (0,1) среднего ряда и вершины (−1,0), расположенной слева, при этом совокупность 
(0,0) и (−1,0) образуют поглощающее множество состояний. Рассмотрим на рисунке 2 часть графа, 
смежную с (0,0). 

Из соображений симметрии заключаем, что ℎି௞ିଵ = ℎ௞ , также для ݇ ≥ 1 можем записать 
ℎ௞ =

ଵ
଺
ℎ௞ାଵ +

ଵ
଺
ℎ௞ିଵ, в то время как для вершины (0,1) соответствующая вероятность ℎ଴ очевидно 

удовлетворяет соотношению ℎ଴ =
ଵ
଺
+ ଵ

଺
ℎଵ +

ଵ
଺
ℎିଵ, причем по общему свойству ℎିଵ = ℎ଴. Найдем об-

щее решение полученного уравнения: ℎ௞ =
ଵ
଺
ℎ௞ାଵ +

ଵ
଺
ℎ௞ିଵ. 
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Рис. 2 

 
Из соображений симметрии заключаем, что ℎି௞ିଵ = ℎ௞ , также для ݇ ≥ 1 можем записать 

ℎ௞ =
ଵ
଺
ℎ௞ାଵ +

ଵ
଺
ℎ௞ିଵ, в то время как для вершины (0,1) соответствующая вероятность ℎ଴ очевидно 

удовлетворяет соотношению ℎ଴ =
ଵ
଺
+ ଵ

଺
ℎଵ +

ଵ
଺
ℎିଵ, причем по общему свойству ℎିଵ = ℎ଴. Найдем об-

щее решение полученного уравнения: ℎ௞ =
ଵ
଺
ℎ௞ାଵ +

ଵ
଺
ℎ௞ିଵ.  

Перепишем характеристическое уравнение ߣ = ଵ
଺
ଶߣ + ଵ

଺
 в виде 

ଶߣ  − ߣ6 + 1 = 0 и найдем корни ߣଵ,ଶ = 3 ± √8.  
В общем решении ℎ௞ = ൫3ܣ + √8൯

௞
൫3ܤ+ − √8൯

௞
 в силу вероятностного смысла задачи нужно 

оставить только второе слагаемое, поскольку ൫3 + √8൯
௞

௞→ஶ
ሱ⎯⎯ሮ∞.  

Из системы ቐ
ℎଵ =

ଵ
଺
ℎଶ +

ଵ
଺
ℎ଴

ℎ଴ =
ଵ
଺
+ ଵ

଺
ℎଵ +

ଵ
଺
ℎ଴

находим постоянную ܤ и вероятности ℎ௞: 

൜6ℎଵ = ℎଶ + ℎ଴
5ℎ଴ = 1 + ℎଵ

, ൜30ℎଵ = 5ℎଶ + 5ℎ଴
5ℎ଴ = 1 + ℎଵ

, ൜30ℎଵ = 5ℎଶ + 1 + ℎଵ
5ℎ଴ = 1 + ℎଵ

, 29ℎଵ − 5ℎଶ = 1, 

൫3ܤ29 − √8൯ − 5൫3 − √8൯
ଶ
= ܤ ,1 = ଵ

ଶା√଼
= √ଶିଵ

ଶ
, 

ℎଵ =
√ଶିଵ
ଶ

൫3 − √8൯ = ହ√ଶି଻
ଶ

, ℎ଴ =
√ଶିଵ
ଶ

 

Таким образом, для любого ݇ ≥ 0 получаем ℎ௞ =
√ଶିଵ
ଶ

൫3 − √8൯
௞

. 
Численно, ℎ଴ = ℎିଵ ≈ 0.2071, ℎଵ = ℎିଶ ≈ 0.0355, ℎଶ = ℎିଷ ≈ 0.0061	и так далее. 
3. Из лаборатории поступают две независимые последовательности наблюдений ଵܻ, 	 ଶܻ,… и 

ܼଵ, ܼଶ, … . Они представляют собой результаты испытаний Бернулли с неизвестными вероятностя-
ми успеха ݌ и ݍ соответственно. Для того чтобы решить, какая из вероятностей больше, применяет-
ся следующий критерий. Выбирается натуральное число ܯ и наблюдения продолжаются до такого 
момента времени ݊, когда впервые 

෍( ௞ܻ − ܼ௞)
௡

௞ୀଵ

=  ܯ

или 

෍( ௞ܻ − ܼ௞)
௡

௞ୀଵ

=  ܯ−

В первом случае мы принимаем решение о том, что ݌ >   .во втором наоборот ,ݍ
Найдем вероятность принять ошибочное решение, если на самом деле ݌ >  ошибка второго) ݍ

рода). Для этого определим на множестве состояний  
ܯ−,ܯ–} + 1,… ܯ, −  {ܯ,1

Марковскую цепь ܺ௡ = ∑ ( ௞ܻ − ܼ௞)௡
௞ୀଵ  с переходными вероятностями 

௜,௜ାଵ݌ = 1)݌ −  	,(ݍ
௜,௜ିଵ݌ = 1)ݍ −  ,(݌

௜,௜݌ = 1 − 1)݌ − (ݍ − 1)ݍ −  ,(݌
	݅ = +ܯ− 1,… ܯ, − 1 

и поглощающими состояниями ܯ и −ܯ.  
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Для решения задачи нам нужно найти вероятность ℎ଴ достижения состояния –ܯ из нулевого 
состояния, если ݌ >   из состояния ݅. Тогда ܯ− Пусть ℎ௜– вероятность достижения состояния .ݍ

൞

ℎିெ = 1
ℎ௜ = ௜,௜ାଵℎ௜ାଵ݌ + ௜,௜ℎ௜݌ + ,௜,௜ିଵℎ௜ିଵ݌

ܯ− + 1 ≤ ݅ ≤ ܯ − 1
ℎெ = 0

 

Подставляя переходные вероятности, получаем рекуррентное соотношение 
0 = 1)݌ − ℎ௜ାଵ(ݍ − 1)݌] − (ݍ + 1)ݍ − ℎ௜[(݌ + 1)ݍ −  ℎ௜ିଵ(݌

Корнями характеристического уравнения 
0 = 1)݌ − ଶߣ(ݍ − 1)݌] − (ݍ + 1)ݍ − ߣ[(݌ + 1)ݍ −  (݌

будут ߣଵ = 1 и ߣଶ =
௤(ଵି௣)
௣(ଵି௤)

= ߙ < 1. Из общего решения ℎ௜ = ܣ + ௜ߙܤ  находим постоянные, подстав-
ляя краевые условия: 

݅ = ⟹ܯ− 1 = ܣ +  ெିߙܤ
݅ = ܯ ⟹ 0 = ܣ +  ெߙܤ

Откуда ܤ = ଵ
ఈషಾିఈಾ

, ܣ = ିఈಾ

ఈషಾିఈಾ
, ℎ௜ =

ఈ೔ିఈಾ

ఈషಾିఈಾ
 . В частности, 

ℎ଴ =
ଵିఈಾ

ఈషಾିఈಾ
= ଵ

ଵାఈషಾ
. 

3.4. Рассмотрим матрицу ܲ = ൬1 − ߙ ߙ
ߚ 1 − ൰ и вычислим ܲ௡ߚ . 

Обозначим ݌ଵଵ
(௡) – элемент матрицы ܲ௡ , стоящий в первой строке и первом столбце. Тогда из 

соотношения ܲ௡ = ܲ௡ିଵܲ находим 
ଵଵ݌
(௡) = ଵଵ݌

(௡ିଵ)(1 − (ߙ + ଵଶ݌
(௡ିଵ)ߚ 

В силу стохастичности любой степени стохастической матрицы ݌ଵଶ
(௡ିଵ) = 1 − ଵଵ݌

(௡ିଵ), откуда 

устанавливаем рекуррентную связь между ݌ଵଵ
(௡) и ݌ଵଵ

(௡ିଵ): 

ଵଵ݌ 
(௡) = ଵଵ݌

(௡ିଵ)(1 − ߙ − (ߚ +  (11)  ߚ
Неоднородное рекуррентное уравнение первого порядка (11) имеет общее решение: 

ଵଵ݌
(௡) = 1)ܣ − ߙ − ௡(ߚ +  .ч – частное решение уравнения (11)݌ произвольная постоянная , а – ܣ ч, где݌

Найдем ݌ч =  :ܥ

ܥ = 1)ܥ − ߙ − (ߚ + ,ߚ ܥ = ఉ
ఈାఉ

=  ч, откуда݌

ଵଵ݌ 
(௡) = 1)ܣ − ߙ − ௡(ߚ + ఉ

ఈାఉ
	  (12) 

Подставим в (12) ݊ = 0 и с учетом ݌ଵଵ
(଴) = 1 найдем ܣ = 1 − ఉ

ఈାఉ
= ఈ

ఈାఉ
	(подстановка ݊ = 1 дает 

тот же результат). Итак, 

ଵଵ݌
(௡) =

ߙ
ߙ + ߚ

(1 − ߙ − ௡(ߚ +
ߚ

ߙ +  .ߚ

Аналогично ݌ଶଶ
(௡) = ఉ

ఈାఉ
(1 − ߙ − ௡(ߚ + ఈ

ఈାఉ
. Остальные элементы находим из условия стоха-

стичности матрицы: 

ଵଶ݌
(௡) = 1 − ଵଵ݌

(௡) = 1 −
ߙ

ߙ + ߚ
(1 − ߙ − ௡(ߚ −

ߚ
ߙ + ߚ =

ߙ
ߙ + ߚ −

ߙ
ߙ + ߚ

(1 − ߙ −  ௡(ߚ

ଶଵ݌
(௡) = 1 − ଶଶ݌

(௡) = 1 −
ߚ

ߙ + ߚ
(1 − ߙ − ௡(ߚ −

ߙ
ߙ + ߚ =

ߚ
ߙ + ߚ −

ߚ
ߙ + ߚ

(1 − ߙ −  ௡(ߚ

Тогда ܲ௡ = ଵ
ఈାఉ

൬ߚ ߙ
ߚ ൰ߙ +

(ଵିఈିఉ)೙

ఈାఉ
ቀ
ߙ ߙ−
ߚ− ߚ ቁ. 

5. Пролет лестницы состоит из ܰ ступенек. Лягушка, начиная движение от подножия лестницы, 
пытается взобраться на верхнюю ступень, совершая серию независимых прыжков со случайным ис-
ходом. Если лягушка находится на n-й ступеньке, то в результате прыжка она с одинаковыми вероят-
ностями ߙ, 0 < ߙ < 1/2, перемещается на (݇ − 1) или на (݇ + 1) ступень, а с вероятностью 1 −  ߙ2
остается на той же ступени. Если лягушка находится внизу лестницы, то в результате прыжка она с 
вероятностью ߚ перемещается на первую ступеньку, а с вероятностью (1 −  остается на прежнем (ߚ
месте. Найдите математическое ожидание числа прыжков до достижения верхнего положения. 

Выпишем систему (7)–(8) для математического ожидания ߤ௞  времени достижения верхней 
ступени, если движение начинается с -й ступеньки:  
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 ൞

ேߤ = 0
଴ߤ = 1 + ଵߤߚ + (1 − ଴ߤ(ߚ

௞ߤ = 1 + ௞ିଵߤߙ + ௞ାଵߤߙ + (1 − ௞ߤ(ߙ2 ,
1 ≤ 	݇ ≤ ܰ − 1

	 	 (13) 

После упрощения уравнение (13) можно переписать в виде: 
௞ାଵߤߙ  − ௞ߤߙ2 + ௞ିଵߤߙ + 1 = 0.  (14) 
Соответствующее характеристическое уравнение ߣߙଶ − ߣߙ2 + ߙ = 0 имеет двукратный ко-

рень ߣ = 1, поэтому общее решение уравнения (14) имеет вид 
௞ߤ  = ܣ + ݇ܤ + ܥ ∙ ݇ଶ  , где ߤ௞ч = ܥ ∙ ݇ଶ  – частное решение.  
Сначала найдем постоянную ܥ: 

݇)ܥߙ + 1)ଶ − ଶ݇ܥߙ2 + ݇)ܥߙ − 1)ଶ + 1 = 0, ܥ = − ଵ
ଶఈ

. 
Затем подставим краевые условия: 

௞ߤ	 = ܣ + ݇ܤ −
1
ߙ2 ݇

ଶ 

݇ = ܰ ⟹ 0 = ܣ + ܰܤ −
1
ܰߙ2

ଶ 

݇ = 0 ⟹ 0 = 1 + ߚ ൬ܣ + ܤ −
1
൰ߙ2 −  .ܣߚ

Решаем систему и находим ߤ௞: 

ቐ
ܣ + ܰܤ − ଵ

ଶఈ
ܰଶ = ܰ

ߚ ቀܤ − ଵ
ଶఈ
ቁ + 1 = 0

, ቐ
ܣ = ଵ

ଶఈ
ܰଶ − ே

ଶఈ
+ ே

ఉ

ܤ = ଵ
ଶఈ
− ଵ

ఉ

௞ߤ , =
ேమି௞మ

ଶఈ
− ேି௞

ଶఈ
+ ேି௞

ఉ
. 

В частности, искомое среднее время равно ߤ଴ =
ே(ேିଵ)
ଶఈ

+ ே
ఉ

 . 
 
Заключение. Изложенная методика поиска точных решений рекуррентных уравнений, как 

следует из разобранных примеров, не выдвигает чрезмерных требований к математической подго-
товке студентов, естественным образом распространяется на уравнения более высокого порядка и 
может найти свое применение и в других разделах математики. 
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Abstract. The article presents a new methodological approach to the presentation of the foundations of the 

theory of recurrent equations as a special case of difference equations with constant coefficients. The main parallels 
between methods of searching for exact solutions of recurrent equations and linear differential equations with con-
stant coefficients are traced and formulated. These methods include the problem statement, the use of a characteristic 
equation, and the search for partial solutions of inhomogeneous equations with the right part of a special form. The 
advantages of the proposed method of searching for exact solutions in the course of the theory of random processes in 
relation to the study and solution of systems of recurrent equations are demonstrated. Examples of applications of the 
theory of Markov chains with discrete time and a discrete set of states, such as the calculation of probabilities and  
the average time to reach a certain subset of states, are considered in various problems. 
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