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Аннотация. На конфигурацию U  положительных чисел вещественной прямой действует аффинное 

преобразование, переводящее ее в конфигурацию U  . Для арифметико-геометрических средних этих конфи-
гураций исследуются неравенства, аналогичные классическому мультипликативному неравенству Ки Фана. 
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Постановка задач и обозначения. Воспроизведем классическую конструкцию Ки Фана для 

двух чисел [1, гл. 4] и придадим ей геометрический смысл. 
Пусть числа ܽଵ и ܽଶ принадлежат промежутку (0, 0.5]. Построим числа ܽᇱ = 1 − ܽ. Обозначим 

через ܣ и ܩ соответственно среднее арифметическое и среднее геометрическое первой пары чисел, 
а через ܣᇱ и ܩᇱ – аналогичные средние второй пары чисел. В этих условиях справедливо неравенство 
ீ
ீᇲ
≤ 

ᇲ
, называемое мультипликативным неравенством Ки Фана.  
В статье [4] было сделано следующее геометрическое наблюдение: преобразование ܽ → ܽᇱ 

является центральной симметрией с центром 0.5. Геометрическая точка зрения позволяет расши-
рить подход к неравенствам Ки Фана и рассматривать другие расположения центра симметрии от-
носительно конфигурации точек, а также другие геометрические преобразования. Так, в статьях [2; 
4] рассматривалась связь неравенства Ки Фана с параллельными переносами, гомотетиями и сим-
метриями с произвольными центрами. В статье [3] была описана педагогическая переработка про-
цесса постановки математической задачи в учебный проект для школьников. 

В данной статье сделан следующий естественный шаг: конфигурация точек вещественной 
прямой подвергается аффинному преобразованию, а затем для двух конфигураций, исходной и но-
вой, сравнивается отношение их средних геометрических и средних арифметических. 

Введем необходимые обозначения. Пусть ܷ = (ܽଵ, ܽଶ,… , ܽ) – конечная непостоянная после-
довательность чисел (конфигурация точек), удовлетворяющая неравенствам 

 0 < ܽ = ܽଵ ≤ ܽଶ ≤ ⋯	≤ ܽ = ܾ.    (1) 
Условимся обозначать среднее арифметическое этих чисел одним из равноправных символов 

ܣ = (ܷ)ܣ = ,ଵܽ)ܣ ܽଶ, … , ܽ) = (ܽଵ + ܽଶ, +⋯+	ܽ)/݊. Аналогично, среднее геометрическое обозначим 
одним из символов ܩ = (ܷ)ܩ = ,ଵܽ)ܩ ܽଶ, … , ܽ) = ඥܽଵܽଶ⋯ܽ . 

Пусть ࣛ:ℝ → ℝ – аффинное преобразование вещественной прямой. Известно (и это легко до-
казать), что оно задается равенством ࣛ(ݔ) = ݔ +  где ,ݍ ≠ 0. В частности,  

 ܽᇱ = ܽ + ,ݍ ݅ = 1, ݊തതതതത    (2) 
Если образы всех точек исходной конфигурации являются положительными числами, то в 

этом случае можно рассмотреть конфигурацию ܷᇱ = (ܽଵᇱ , ܽଶᇱ ,… , ܽᇱ ), вычислить арифметико-геоме-
трические средние ܩ ,(ܷ)ܣ ,(ܷ)ܩ(ܷᇱ), ܣ(ܷᇱ) и сравнить величины ீ()

ீ(ᇲ)
 и ()	

(ᇲ)
. Впрочем, сделать это 

можно далеко не всегда, что показывает простой пример: ܷ = (1, (ݔ)ࣛ ,(3 = ݔ − 2. В этом случае 
ܷᇱ = (−1, 1), а значит, мы не можем вычислить среднее геометрическое ܩ(ܷᇱ). Этот пример дает ос-
нования для нижеследующего определения и для первой из задач, решаемых в данной статье. 

Определение 1. Аффинное преобразование называется допустимым относительно нетриви-
альной конфигурации положительных чисел, если образы всех чисел конфигурации положительны.  

Задача 1. Для конфигурации ܷ найти ограничения на коэффициенты аффинного преобразо-
вания ࣛ, которые были бы необходимы и достаточны для того, чтобы это аффинное преобразова-
ние было допустимым.  
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Задачу 1 можно переформулировать, если учесть, что множество аффинных преобразований 
находится в биективном соответствии с множеством точек координатной плоскости ݍܱ, из кото-
рой удалена ось ординат. 

Задача 1А. На плоскости ݍܱ преобразований найти область допустимых аффинных преоб-
разований. 

Рассмотрим еще несколько примеров, которые подведут нас к другим определениям и другим 
задачам, решаемым в данной статье. Подвергнем конфигурацию ܷ = (1, 3) трем разным аффинным 
преобразованиям: ࣛଵ(ݔ) = (ݔ)ଶࣛ ,ݔ2 = ݔ + 1, ࣛଷ(ݔ) = ݔ − 0.5. В первом случае мы получим, что 
ܷᇱ = (2, 6), поэтому ீ()

ீ(ᇲ)
= ଵ

ଶ
= ()	

(ᇲ)
. Оказывается, что в неравенстве Ки Фана равенство может до-

стигаться даже для нетривиальной конфигурации. Во втором случае ܷᇱ = (2, 4), поэтому 
ீ()
ீ(ᇲ)

= √ଷ
ଶ√ଶ

< ଶ
ଷ
= ()	

(ᇲ)
. Этот результат можно считать естественным. В третьем случае ܷᇱ = (0.5, 2.5), 

поэтому ீ()
ீ(ᇲ)

= ଶ√ଷ
√ହ

> ସ
ଷ
= ()

(ᇲ)
. Оказывается, что в неравенстве Ки Фана имеет место противополож-

ный знак. Теперь становятся естественными следующие определения. 
Определение 2. Кривой Ки Фана нетривиальной конфигурации ܷ называется множество 

всех точек в области допустимых преобразований, для которых выполняется равенство ீ()
ீ(ᇲ)

= ()	
(ᇲ)

. 
Определение 3. Областью Ки Фана нетривиальной конфигурации ܷ называется множество 

всех точек в области допустимых преобразований, для которых выполняется неравенство 
ீ()
ீ(ᇲ)

< ()	
(ᇲ)

. 
Определение 4. Парадоксальной областью Ки Фана нетривиальной конфигурации ܷ называ-

ется множество всех точек в области допустимых преобразований, для которых выполняется нера-
венство ீ()

ீ(ᇲ)
> ()	

(ᇲ)
. 

Вторая из решаемых нами задач формулируется следующим образом. 
Задача 2. В области допустимых преобразований найти кривую Ки Фана, а также область и 

парадоксальную область Ки Фана. 
 
Область допустимых преобразований. В нижеследующих теоремах содержится решение по-

ставленных задач. 
Теорема 1. Аффинное преобразование ࣛ(ݔ) = ݔ +  является допустимым относительно ݍ

конфигурации ܷ тогда и только тогда, когда для ее коэффициентов выполняется одна из двух си-

стем неравенств ൜  < 0
ݍ > или ൜ ܾ−  > 0

ݍ > -Здесь ܾ и ܽ – наибольшее и наименьшее числа конфигура .ܽ−

ции соответственно.  
Доказательство. При  > 0 соотношения (1) и (2) влекут за собой неравенства ܽଵᇱ ≤ ܽଶᇱ ≤

⋯ ≤ ܽᇱ . Все образы чисел исходной конфигурации положительны тогда и только тогда, когда 
ܽଵᇱ > 0. Другими словами, ܽଵ + ݍ > 0, откуда ݍ > −ܽଵ =  .ܽ−

При  < 0 соотношения (1) и (2) влекут за собой неравенства ܽଵᇱ ≥ ܽଶᇱ ≥ ⋯ ≥ ܽᇱ . Все образы 
чисел исходной конфигурации положительны тогда и только тогда, когда ܽᇱ > 0. Другими словами, 
ܽ + ݍ > 0, откуда ݍ > −ܽ =  .ܾ−

 
Существование кривой Ки Фана 
Теорема 2. Для любого числа  ≠ 0 существует и единственно такое число ݍ, что точка 

,)  .) на плоскости преобразований принадлежит кривой Ки Фанаݍ
Доказательство. Начнем с того, что перепишем уравнение кривой Ки Фана ீ()

ீ(ᇲ)
= ()	

(ᇲ)
 в 

удобном для нас виде (
ᇲ)

ீ(ᇲ)
= ()	

ீ()
. Арифметико-геометрические средние исходной конфигурации, 

которые не зависят от  и ݍ, обозначим для краткости как ܣ и ܩ соответственно, а элементы левой 
части предыдущего равенства запишем подробно. Предыдущее равенство примет вид  
 (భା,మା,…,ା)

ீ(భା,మା,…,ା)
= 

ீ
 (3) 

По определению среднего арифметического получаем, что числитель левой части имеет вид 
ܣ +  Таким образом, уравнение (3) кривой Ки Фана приобретает вид .ݍ
 ା

ඥ(భା)(మା,)⋯(ା)
 = 

ீ
 (4) 

Заметим, что выражение ܣ(ܽଵᇱ , ܽଶᇱ ,… , ܽᇱ ) можно рассматривать как функцию двух переменных 
  .поскольку эти переменные участвуют в задании чисел ܽᇱ в соответствии с формулой (2) ,ݍ и 
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В дальнейшем будем обозначать его как ܣᇱ(,  ᇱ. Аналогично, выражениеܣ или просто как (ݍ
ଵᇱܽ)ܩ , ܽଶᇱ , … , ܽᇱ ) будем обозначать как ܩᇱ(,  .ᇱܩ или как (ݍ

Дальнейшее доказательство будет состоять из трех частей. Сначала мы докажем существова-
ние искомой точки ݍ для  < 0, затем ее существование для  > 0, а затем единообразно докажем 
ее единственность. 

1) Зафиксируем число  < 0 и рассмотрим вспомогательную функцию ߮(ݍ) ∶= ᇲ(బ,)
ீᇲ(బ,)

=
బା

ඥ(బభା)(బమା,)⋯(బା)
  (здесь символ ∶= означает равенство по определению). Для нее вычислим 

два предела при стремлении ݍ к границам области определения этой функции: lim⟶ାஶ  и (ݍ)߮
lim⟶௪ା -это ордината точки на границе области допустимых преобразований, ко – ݓ Здесь .(ݍ)߮
торая соответствует точке  и выражается равенством ݓ = ܾ− = −ܽ. 

Вычисляя первый предел, предварительно поделим числитель и знаменатель на ݍ и внесем де-
литель ݍ под знак радикала. Получим, что lim⟶ାஶ (ݍ)߮ = lim

⟶ାஶ

బ/ାଵ
ඥ(బభ/ାଵ)(బమ/ାଵ,)⋯(బ/ାଵ)
 = 1. 

Вычисляя второй предел, выпишем отдельно последний сомножитель под знаком радикала, 
соответствующий наибольшему числу в конфигурации точек: 
lim⟶௪ା (ݍ)߮ = lim

⟶௪ା

బା
ඥ(బభା)⋯(బషభା)(బା)
 . 

Прежде всего, предел числителя положителен, поскольку lim
⟶௪ା

+ܣ) (ݍ = ܣ) − ܾ) > 0. 

Кроме того, пределы всех сомножителей под знаком радикала, кроме последнего, положительны: 
lim

⟶௪ା
ܽ) + (ݍ = (ܽ − ܾ) > 0. Предел последнего сомножителя равен нулю: lim

⟶௪ା
ܽ) + (ݍ =

lim
⟶௪ା

ܾ) + (ݍ = ܾ) − ܾ) = 0. поскольку знак последнего сомножителя положителен, получаем, 

что lim⟶௪ା (ݍ)߮ = +∞. 
Поскольку функция ߮(ݍ) непрерывна, она принимает все промежуточные значения между 

двумя вычисленными пределами, то есть все значения из промежутка (1, +∞). В частности, при не-
котором ݍ она принимает значение 

ீ
> 1. Итак, при фиксированных  < 0 и ݍ равенство (4) вы-

полняется.  
2) Зафиксируем теперь число  > 0. В этом случае доказательство можно рассуждать так же, 

как в пункте 1), с той разницей, что к нулю будет стремиться первый (а не последний) сомножитель 
под знаком радикала.  

3) Доказательство единственности числа ݍ основано на двух леммах, алгебраической и диф-
ференциальной.  

Лемма 1. Для положительных чисел ݑଵ, ,ଶݑ	 … ,   справедливо равенствоݑ
 ∑ ݑ⋯ାଵݑିଵݑ⋯ଵݑ =

ீ

ு

ୀଵ ,  (5) 

где ܩ и ܪ – среднее геометрическое и среднее гармоническое этих чисел соответственно.  
Для доказательства леммы 1 достаточно преобразовать определение среднего гармониче-

ского: ܪ ≔ ቆଵ

ቀ ଵ
௨భ
+⋯+ ଵ

௨
ቁቇ

ିଵ

= ቀ∑ ௨భ⋯௨షభ௨శభ⋯௨
ೠ
సభ

௨భ⋯௨
ቁ
ିଵ
= ீ

∑ ௨భ⋯௨షభ௨శభ⋯௨ೠ
సభ

. Выразив отсюда сумму, 

получим равенство (5). 
Лемма 2. Для функции ܩᇱ(,   справедливо равенство (ݍ

 డீᇲ

డ
= ீᇲ

ுᇲ.  (6) 
Для доказательства леммы 2 воспользуемся сначала правилами дифференцирования: 

డீᇲ

డ
= డ

డ
൫(ܽଵᇱܽଶᇱ ⋯ܽᇱ )ଵ ⁄ ൯ = ଵ


(ܽଵᇱܽଶᇱ ⋯ܽᇱ )

భ
ିଵ

డ
డ
(ܽଵᇱܽଶᇱ ⋯ܽᇱ ) =

ଵ

∑)ଵି(ᇱܩ) ܽଵᇱ ⋯ܽିଵᇱ డ

ᇲ

డ
ܽାଵᇱ ⋯ܽᇱ

ୀଵ ). Те-
перь заметим, что все производные под знаком суммы одинаковы и равны единице: 
 డ

ᇲ

డ
= డ

డ
ܽ) + (ݍ = 1. Воспользовавшись формулой (5), получим формулу (6). 

Продолжаем доказательство теоремы 2. Покажем, что функция ߮(ݍ) ∶= ᇲ(బ,)
ீᇲ(బ,)

 монотонно 
убывает. Для этого найдем ее производную. По правилам дифференцирования и формуле (6) полу-
чим, что  

߲߮
ݍ߲ =

߲
ݍ߲ ቆ

ᇱܣ

ᇱቇܩ =

ᇱܣ߲
ݍ߲ ܩ

ᇱ − ᇱܣ ܩ߲
ᇱ

ݍ߲
ଶ(ᇱܩ) =

1 ∙ ᇱܩ − ᇱܣ ∙ ܩ
ᇱ

ᇱܪ

ଶ(ᇱܩ) =
ᇱܪ − ᇱܣ

ᇱܩᇱܪ . 
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Очевидно, что знаменатель дроби положителен, а числитель ܪᇱ − -ᇱ отрицателен. Таким обܣ
разом, производная డఝ

డ
 отрицательна, следовательно, функция 

ᇲ(బ,)
ீᇲ(బ,)

 монотонно убывает и прини-

мает значение  
ீ

  точно один раз. 
Теперь мы можем сказать, что на плоскости аффинных преобразований существует кривая Ки 

Фана ݍ =  :которая определена на множестве ℝ\{0}. Ее график ℱ состоит из двух ветвей ,()ܨ
ℱ = ℱଵ ∪ ℱଶ. Ветвь ℱଵ лежит в правой полуплоскости координатной плоскости ݍܱ, а ветвь ℱଶ ле-
жит во втором квадранте. Эти две ветви, в совокупности с положительной полуосью ܱݍ, делят об-
ласть допустимых преобразований на четыре части, две из которых лежат ниже кривой, а две дру-
гие выше нее. Вычисления пунктов 1) и 2) доказательства теоремы показывают, что первые две 
области образуют парадоксальную область Ки Фана, а две вторые образуют область Ки Фана.  

Пока мы не знаем, каким уравнением задается кривая Ки Фана и как выглядит ее график. Ре-
шению этой задачи посвящен следующий раздел. 

 
Уравнение кривой Ки Фана 
Теорема 3. Ветвь ℱଵ графика кривой Ки Фана является положительной полуосью ܱ. Ветвь 

ℱଶ графика кривой Ки Фана является лучом во втором квадранте, который задается системой 

൜ݍ = ߠ
 < 0 , где ߠ – это корень уравнения  

ܣ)  − ିଵݖ(ܩ + ∑ ߪܣ) − ିିଵݖ(ܩܣܥ = 0ିଵ
ୀଵ , (7) 

удовлетворяющий неравенству  
ߠ  < −ܾ = −ܽ (8) 

Здесь ܥ – это число сочетаний из ݊ элементов по ݇, а ߪ – это значение элементарной сим-
метрической функции степени ݇ от аргументов ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ . 

Доказательство. 1) Доказательство проведем в несколько этапов. Начнем с того, что пере-
пишем уравнение кривой Ки Фана в удобном для нас виде:  
 ା

ீ(ᇲ)
= 

ீ
  (9) 

2) Возведем равенство (9) в степень n ; это можно сделать, т. к. все выражения, из которых 
образованы арифметико-геометрические средние, положительны. Получим, что 

(ା)

(భା)(మା)⋯(ା)
= 

ீ
. 

3) Приравняв произведение крайних членов и произведение средних членов данной пропор-
ции, получим, что  
ܣ)ܩ  + (ݍ = ଵܽ)ܣ + ଶܽ)(ݍ + ⋯(ݍ ܽ) +  (10) (ݍ

4) В обеих частях равенства (10) из каждого сомножителя вынесем за скобки  ≠ 0 и поделим 
обе части равенства на  . Получим, что  
ܣ)ܩ  + 


) = ܣ ቀܽଵ +



ቁቀܽଶ +



ቁ⋯ቀܽ +



ቁ. (11) 

5) Введем новое переменное ݖ с помощью равенства  
ݖ  = 


. (12) 

В новых обозначениях равенство (11) можно переписать в виде 
ݖ)ܩ  + (ܣ = ݖ)ܣ + ܽଵ)(ݖ + ܽଶ)⋯(ݖ + ܽ). (13) 

6) Раскроем скобки в обеих частях равенства (13) и приведем подобные члены. При этом от-
дельно выделим старший член уравнения и его свободный член. Получим, что  
ܣ)  − ݖ(ܩ + ∑ ߪܣ) − ିݖ(ܩܣܥ + ߪܣ) − )ିଵܩܣ

ୀଵ 	= 0.   (14) 
7) Очевидно, что ߪ = ܽଵܽଶ⋯ܽ =  , поэтому свободный член уравнения равен нулю. Этоܩ

означает, что уравнение (14) имеет нулевой корень. Подставив его в равенство (12), получим, что 
ݍ = 0, то есть получим ось ܱݍ. Отрицательная полуось лежит вне области допустимых преобразо-
ваний, а положительная полуось дает нам ветвь ℱଵ кривой Ки Фана. Заметим, что других ветвей в 
правой полуплоскости не существует в силу теоремы 2. 

8) Сократив уравнение (14) на ݖ, получим, что  
ܣ)  − ିଵݖ(ܩ + ∑ ߪܣ) − ିିଵݖ(ܩܣܥ = 0ିଵ

ୀଵ .  (15) 
9) Очевидно, что для любого корня ݖ уравнения (15) выполняется равенство 


=  , илиݖ

ݍ =  мы видим следующее: при , Рассматривая график этой линии при отрицательных .ݖ
ݖ ≥ −ܾ = −ܽ график лежит вне области допустимых преобразований, а при ݖ = ߠ < −ܾ (см. нера-

венство (8)) он лежит внутри этой области. Другими словами, луч ൜ݍ = ߠ
 < 0  образует ветвь ℱଶ кривой 
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Ки Фана. Заметим, что существование корня ߠ < −ܾ и его единственность обеспечиваются теоре-
мой 2.  

Пример. Для чисел ܽଵ = 1, ܽଶ = 2, ܽଷ = 6 найдем явное уравнение ветви ℱଶ кривой Ки Фана. 
Решение. По формуле (7) получаем уравнение (ܣଷ − ଶݖ(ଷܩ + ଵߪଷܣ) − ݖ(ଷܩܣଷଵܥ + ଶߪଷܣ) −

(ଷܩଶܣଷଶܥ = 0. Прямыми вычислениями получаем, что ܣ = ܩ ,3 = √12య ଵߪ , = ଶߪ ,9 = ଷଵܥ ,20 = ଷଶܥ = 3. 
Подставляя эти числа в уравнение, получим, что 5ݖଶ + ݖ45 + 72 = 0. Решив это уравнение, найдем 
два корня: ݖଵ = 0.3൫√65 − 15൯ ≈ −2.08 и ݖଶ = −0.3൫√65 + 15൯ ≈ −6.92. Нетрудно доказать, что пер-
вый корень не удовлетворяет неравенству ݖ < −6, а второй корень – удовлетворяет. (Впрочем, это 
видно и из приближенных значений.) Итак, ߠ = −0.3൫√65 + 15൯и ветвь ℱଶ кривой Ки Фана – это 
график функции ݍ = −0.3൫√65 + 15൯ при  < 0. 

 
Центр Ки Фана конфигурации точек. Мы видели, что каждая конфигурация ܷ точек на веще-

ственной прямой порождает число ߠ – угловой коэффициент ветви ℱଶ кривой Ки Фана. Покажем, 
что число  
 ࣹ ≔ − ఏ

ଶ
  (16) 

имеет особый геометрический смысл. Он вытекает из следующей теоремы. 
Теорема 4. Пусть конфигурация точек ܷᇱ получена из нетривиальной конфигурации точек ܷ 

в результате действия допустимой симметрии ࣭ с центром ߣ. Четыре арифметико-геометрических 
средних ܣ ,(ܷ)ܣ(ܷᇱ), ܩ ,(ܷ)ܩ(ܷᇱ) связаны между собой следующим образом:  

1) если ࣹ <  ;то средние величины связаны неравенством Ки Фана ,ߣ
2) если ߣ < ࣹ, то средние величины связаны парадоксальным неравенством Ки Фана; 
3) если ߣ = ࣹ, то средние величины связаны равенством Ки Фана.  
Доказательство. Симметрия ࣭ с центом ߣ задается равенством ࣭(ݔ) = ᇱݔ = ݔ− + -В этом слу .ߣ2

чае  = −1 и ݍ =  :Теперь очевидно, что имеет место следующая цепочка эквиваленций .ߣ2
ࣹ < ߣ ⟺ − ఏ

ଶ
< ߣ ⟺ (1−)ߠ < ߣ2 ⟺ ߠ <  Последнее неравенство означает, что образ симметрии ࣭ на .ݍ

плоскости преобразований лежит выше кривой Ки Фана, то есть принадлежит области Ки Фана, так что 
выполняется «нормальное» неравенство Ки Фана. Два других случая доказываются аналогично.  

Теорема 4 дает определенные основания для того, чтобы дать точке ࣹ  особое имя – центр Ки Фана.  
Важно, что теорема 3 и формула (16) дают вычислительные алгоритмы для нахождения цен-

тра Ки Фана конфигурации с любой наперед заданной степенью точности.  
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