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Аннотация. В работе рассматриваются необходимые и достаточные условия геометрической выпукло-

сти функции на промежутке в терминах GA-выпуклости. На основе формулируемого критерия показывается, 

что сумма двух геометрически выпуклых функций геометрически выпукла. 
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1. Определения понятий и иллюстрации. Опираясь на работы [2]–[5], введем сначала необ-

ходимые определения понятий GA-выпуклой и геометрически, или GG-выпуклой функций. 

Пусть ( )+∞⊆ ;0l  – произвольный промежуток числовой прямой Ox и →lf : R – функция, 

заданная на этом промежутке. 

Определение 1. Функцию f назовем GA-выпуклой на l, если для любых точек lba ∈,  и любо-

го числа ]1;0[∈λ  выполняется неравенство 

 ( ) ( ) )()1(1 bfafbaf λλλλ −+≤−
.         (1) 

Если в условиях определения 1 при ba ≠  и всех ( )1;0∈λ  выполняется неравенство 

 ( ) ( ) )()1(1 bfafbaf λλλλ −+<−
,       (2) 

то функцию f будем называть строго GA-выпуклой на промежутке l. 

Определение 2. Функцию f назовем геометрически выпуклой, или GG-выпуклой на промежут-

ке ( )+∞⊆ ;0l , если она в точках данного промежутка принимает положительные значения, и для 

любых точек lba ∈,  и любого числа ]1;0[∈λ  выполняется неравенство 

 ( ) ( ) ( )bfafbaf λλλλ −− ≤ 11
.         (3) 

Если в условиях приведенного определения при ba ≠  и всех ( )1;0∈λ  выполняется нера-

венство 

 ( ) ( ) ( )bfafbaf λλλλ −− < 11
,          (4) 

то функцию f условимся называть строго геометрически выпуклой (строго GG-выпуклой) на l. 

Очевидно, строго GA-выпуклая функция является GA-выпуклой, а строго геометрически вы-

пуклая функция – геометрически выпуклой. 

Аналогично определяются GA-вогнутая и геометрически вогнутая (GG-вогнутая) функции, а 

также строго GA-вогнутая и строго геометрически вогнутая функции – для этого в соответствую-

щих неравенствах (1)–(4) знак ≤  (<) следует поменять на знак ≥  (>). 

Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие сформулированные определения. 

На интервале );0( +∞  как GA-выпуклой, так и GA-вогнутой является функция 

,ln)( xxf βα += где α  и β  – вещественные константы, ибо для нее: 

( ) bababaf ln)1(ln)ln( 11 βλλβαβα λλλλ −++=+= −−
= 

( ) ( ) ( ) )()1(ln)1(ln bfafba λλβαλβαλ −+=+−++= . 
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Из последнего следует, в частности, что и функция xxf ln)( = , и функция cxf =)(  на 

всяком промежутке ( )+∞⊆ ;0l  являются GA-выпуклыми и GA-вогнутыми. 

Функция 0,)( >= xxxf  является строго GA-выпуклой. Это следует из весового неравен-

ства Коши для положительных чисел a и b 

baba )1(1 λλλλ −+<−
, ba ≠ , ( )1;0∈λ , 

реализующего неравенство (2). 

Легко видеть, на интервале );0( +∞  будет строго GA-выпуклой и функция ,)( cxxf +=

где constc = . 

Весовое неравенство Коши для двух положительных чисел позволяет просто обосновать так-

же строгую GA-выпуклость функции 0,)( >= xxxf q
, где q – произвольное отличное от нуля 

действительное число: 

( ) ( ) ( ) qqqqq
bababa )1(

11 λλ
λλλλ −+<=
−−

, baba ≠>> ,0,0 ; ( )1;0∈λ . 

Нетрудно видеть, что функция 0,)( 2 >−= xxxf  будет строго GA-вогнутой. 

Так как для функции 
αβ xxh =)(  ( 0,,0 >+∞<<−∞> xαβ ) выполняется соотношение 

( ) ( ) ( ) λαλααλλ βββ
−− =

11 baba , где a и b – положительные числа, то данная функция является и 

геометрически выпуклой, и геометрически вогнутой на интервале ( )+∞;0 . 

Экспонента 
xey =  является строго геометрически выпуклой на интервале ( )+∞;0  функци-

ей, поскольку для любых различных положительных чисел a и b и любого ( )1;0∈λ  в силу весового 

неравенства Коши имеем: 

( ) ( ) λλλλλλ −

>= −+− 1)1(1 bababa eeee . 

Аналогично на интервале ( )+∞;0  устанавливается строгая GG-выпуклость любой показа-

тельной функции вида 
xcxf βα=)( , где 1,0,0 >>> cβα . 

Функция xxg clog)( =  (c > 1) является строго геометрически вогнутой на интервале 

( )+∞;1 , поскольку для любых различных положительных a и b и любого ( )1;0∈λ  имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) )()(logloglog)1(loglog 1111 bgagbabababag ccccc

λλλλλλλλ λλ −−−− ⋅=>−+== . 

Аналогично показывается, что функция xxg clog)(~ =  (0<c<1) строго геометрически вогнута 

на интервале ( )1;0 . 

2. Критерий геометрической выпуклости функции. Установим следующую теорему о не-

обходимых и достаточных условиях геометрической выпуклости функции на промежутке. 

Теорема А. Функция f, принимающая в точках промежутка ( )+∞⊆ ;0l  положительные зна-

чения, геометрически выпукла на нем тогда и только тогда, когда для любого действительного 

числа α  функция )(xfxα  является GA-выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Для установления данной теоремы воспользуемся схемой доказательства теоремы 2 работы 

[1] о необходимых и достаточных условиях логарифмической выпуклости функции на промежутке. 

Доказательство необходимости. Пусть функция f геометрически выпукла на l. Рассмотрим 

функцию )()( xfxxg α= , ∈α R. Поскольку 
αx  – геометрически выпуклая на интервале 

);0( +∞  функция, то функция )(xg  также геометрически выпукла на l. Последнее означает, что 

для любых точек a и b из l и любого числа [ ]1;0∈λ  выполняется неравенство 

( ) ( ) )(11 bgagbag λλλλ −− ≤ . 

Но в силу неравенства Коши ( ) )()1()()(1 bgagbgag λλλλ −+≤−
, следовательно, 
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( ) ( ) )()1(1 bgagbag λλλλ −+≤−
. 

Последнее означает, что функция g является GA-выпуклой на l. Нужное установлено. 

Доказательство достаточности. Предположим, что для любого ∈α R функция )(xfxα  

является GA-выпуклой на промежутке l. Покажем, что тогда для любых a и b из l и любого числа 

[ ]1;0∈λ  для функции f будет выполняться неравенство (3). 

 Выберем α  таким, чтобы )()( bfbafa αα =  (это будет значение 
)(

)(
log

af

bf

b

a=α ). Для 

выбранного α  в силу GA-выпуклости функции )(xfxα  имеем: 

( ) ( ) ==−+≤−− )()()1()(11 afabfbafabafba αααλλαλλ λλ  

( ) ( ) ==
−λαλα 1

)()( afaafa ( ) ( ) ( ) )()()()( 111
bfafbabfbafa λλαλλλαλα −−−

= . 

Отсюда, очевидно, следует (3). Теорема А полностью доказана. 

Замечание 1. Техника доказательства теоремы А позволяет сформулировать аналогичный 

критерий строгой геометрической выпуклости функции. Справедлива 

Теорема А1. Функция f, принимающая в точках промежутка ( )+∞⊆ ;0l  положительные зна-

чения, строго геометрически выпукла на нем тогда и только тогда, когда для любого действительно-

го числа α  функция )(xfxα  является строго GA-выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Приведем иллюстрацию сформулированной теоремы. Выше было показано, что функция 
xey =  является строго геометрически выпуклой на интервале ( )+∞;0 . Следовательно, в силу тео-

ремы А1 всякая функция вида 
xexα , где α  – действительное число, является строго GA-выпуклой 

на интервале ( )+∞;0 . 

3. Теорема о сумме геометрически выпуклых функций. Очевидно, сумма GA-выпуклых 

функций GA-выпукла. Возникает вопрос: справедливо ли такое свойство для GG-выпуклых функ-

ций? Ответ не очевиден. Однако установленный критерий геометрической выпуклости функции 

позволяет легко доказать следующую теорему. 

Теорема Б. Если функции f и g геометрически выпуклы на промежутке l числовой прямой, то 

их сумма также является геометрически выпуклой на этом промежутке. 

Доказательство. В силу теоремы А для любого ∈α R функции )(xfxα  и )(xgxα  являют-

ся GA-выпуклыми на промежутке l, следовательно, GA-выпуклой на нем будет и их сумма 

))(( xgfx +⋅α
. Но тогда по теореме А функция ))(( xgf +  – геометрически выпукла на рас-

сматриваемом промежутке. Требуемое установлено. 

Замечание 2. Метод доказательства теоремы Б и наличие теоремы А1 позволяют сформулиро-

вать следующую теорему. 

Теорема Б1. Если функции f и g геометрически выпуклы на промежутке l числовой прямой, 

причем хотя бы одна из них – в строгом смысле, то их сумма также является строго геометрически 

выпуклой на этом промежутке. 

В силу теоремы Б1 функция 
xxey 225 ⋅+=  является строго геометрически выпуклой на 

интервале );0( +∞ . 
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Abstract. The paper considers necessary and sufficient conditions for geometric convexity of a function on an 

interval in terms of GA-convexity. Based on the formulated criterion, it is shown that the sum of two geometrically 

convex functions is geometrically convex. 

 

Keywords: geometrically convex function, GA-convex function, sum of geometrically convex functions. 

 

References 
1. Anosov D. V. O summe logarifmicheski vypuklyh funkcij [On the sum of logarithmically convex functions] // Ma-

tematicheskoe prosveshchenie – Mathematical enlightenment. Series 3. 2001. Is. 5. Pp. 158–163. 

2. Kaizhong Guan GA-convexity and its applications // Analysis Mathematica. 2013. Vol. 39. No. 3. Pp. 189–208. 

3. Niculescu C. P. Convexity according to the geometric mean // Math. Anal. Applics. 2000. Vol. 3. No. 2. Pp. 155–167. 

4. Noor M. A. et al. Geometrically Relative Convex Functions // Math. Inf. Sci. Appl. 2014. 8. No. 2. Pp. 607–616. 

5. Xiao-Ming Zhang, Yu-Ming Chu, Xiao-Hui Zhang The Hermite-Hadamard type inequality of GA-convex func-

tions and its application // Journal of Inequalities and Applications. 2010(4). 11 p. Article ID: 507560. DOI:10.1155/ 

2010/507560. 

 

  


