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Некоторые ограниченные интегральные операторы  
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Аннотация. В статье изучается возможность построения ограниченного оператора, отображающего 
пространство аналитических функций с углами на соответствующее пространство Лебега измеримых 
функций. Рассматриваются пространства, состоящие из конечного числа гладких дуг, образующих в точках 
стыка положительные углы заданного раствора. Исследуемый ограниченный оператор можно считать 
аналогом оператора Бергмана в указанных пространствах аналитических функций. Построение данного 
оператора выполнено на основе нового воспроизводящего ядра. Данное ядро содержит мнимую часть 
некоторой показательной функции с аргументом из рассматриваемой области. Доказательство утверждения 
основано на интегральном представлении аналитических функций в областях с угловыми точками и 
свойствами конформно-отображающих функций в таких областях. Работа может быть интересна специа-
листам в области комплексного и функционального анализа. 

 
Ключевые слова: аналитическая функция, ограниченный оператор, область с углами. 

 
Классическая теорема М. Рисса утверждает, что сингулярный интеграл с ядром Коши функ-

ции из (1 )pL p    пространства на действительной оси, является функцией класса Харди pH  

в верхней полуплоскости. 

Напомним, что пространство Харди (см. [17]) ,pH  0 < ,p   определяется как множество 

функций аналитических в единичном круге, ( ),f H S  для которых 

0< <1
( , ) < ,sup=

def
p pH

r
f M r f   

где для 0 < <1r  
1/2

0

1( , ) = ( ) (0 < < ); ( , ) = ( ) .sup
2

p
pi i

p
R

M r f f re d p M r f f re


 









 
 

 
 

Пусть ( )(1 )pL G p   – пространство Лебега в G  (G  – некоторая односвязная область на 

комплексной плоскости C), то есть множество функций, измеримых в области G  и удовлетворяю-
щих условию: 

 
1

2( ) ( ) .p

pp

L
G

f f z dm z    

                                                                 
© Борцов В. В., Нестеров А. С., Махина Н. М., Беднаж В. А., 2022 
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Подпространство пространства ( )pL G , состоящее из функций, аналитических в области G , 

обозначим через ( )pA G . 

Хорошо известно (данные результаты во многом определяются вышеуказанной теоремой М. 

Рисса), что в случае, когда G  – область с гладкой границей, ограниченная и односвязная, то также 

существует ограниченный проектор, отображающий пространство ( )pL G  
в ( ).pA G  

Решением задачи о построении таких линейных ограниченных операторов, которые отобра-
жают пространства измеримых функций на порождаемые пространства аналитических функций, и 
приложениями данных вопросов занимались многие авторы в своих исследованиях. Отметим среди 
них, например, работы [1]–[3], [5]–[9], [12]–[16], [18]–[20]. 

Так, например, в работе [13] устанавливается, что для области G , граница которой является 

аналитической кривой во всех точках, кроме нуля, и образует угол раствора 


 в нуле (прямоли-

нейный), оператор Бергмана 0 2( )( ) ( , ) ( ) ( )
G

P f z K z f dm     отображает пространство ( )pL G
 

на ( )pA G ; ограничен при [1, ), (1, )p    , при 
1 2 21, 1, ,
2 1 1

p
 

   
          

; 

неограничен при остальных p и  . 
В работах [4], [10], [11] также рассматриваются следующие классы функций и области с угла-

ми. Пусть )(GLp  – класс измеримых по Лебегу в области G  функций f  таких, что          

,1,0,)(),()( 2   pwdmGwdwf
G

p
 

где 2dm  – плоская мера Лебега; )(GAp  – подпространство пространства )(GLp , состоящее из 

аналитических функций. 

Пусть (см. [11]) (С) – класс односвязных областей G на комплексной плоскости С, граница   

каждой из которых состоит из конечного числа гладких дуг j , образующих между собой в точках 

стыка jw  положительные внутренние углы ,
j

 ,
2
1

 j ,,...,2,1 mj  ).(Gmm   Доказан 

следующий результат: 

Теорема 1. Пусть )(CG ; ;:)( GSz   0)0( w , 0)0(  , Gw 0 , 
1

 
. Тогда 

интегральный оператор вида 

)()()(
))()(1(
))(1(1)())(( 2

2
2

2













 dmf
w

wFwfP
G
 







 

непрерывно отображает )(GLp  на )(GAp ,  p1 , 1 , });1(2{max   , 




 


)2)(11(max
1 jmj

,  j
2
1

, ,,...,2,1 mj   )(Gmm  , причем существует 

постоянная ),( pс  : 

.),( )()( GLGA pp fpcF


  

В нашей работе рассмотрены области вида : arg
2

w C w  
    

 
– плоский угол рас-

твора   при всех 0 2.   
Оказывается, указанный в теореме 1 оператор можно построить не только с аналогом ядра 

Бергмана, но и с ядрами других видов, одно из которых мы приведем в теореме 2: 
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Теорема 2. Пусть : arg
2

w C w  
    

 
, 0 2, 

 

max 2 2 , ,
2 2q q
 

 
 

    
 

 

1 ,p    
1 1 1.
p q
   

Тогда интегральный оператор 2( )( ) ( , ) ( ) ( )P f w K w f dm  


  , где  

  1 ln2Im ( )1( , ) (2 ) ( ) , ( ) ,
( ) ( )

wh
K w i h h w ie

h w h



 



 

 


  

  

 

отображает ( )pL   в ( )pA   и является ограниченным. 

Если при этом ( ) ( )pf w A  , 2 1a
p


 

  
 

, 0  , то ( )( ) ( )P f w f w . 

Доказательство данной теоремы следует из нескольких утверждений. 
Лемма 1. 

2 02
( ) ( ) ( , ) ( ),
q

q

П

dm c z
z





  
   







 

где 
/2( ) 1 / , , ,pqz y z x iy z П     ,i     

1 11 , 1, 0, 1,
2

p
p q p


          

0 ( , )c    – некоторая положительная постоянная, зависящая только от ,  . 

Доказательство. 

 

2
22 2

0

( ) ( )
( )

q
p

П

ddm d
x iy iz

 

 

   
  

 

 

 


 
    
     

 

2 2

1 1
0

2( 2)
1 ( ) ( )

p py

y
d d

y y

 
 

 

  
 

  

 


 

 
 

    
   

 

 

1
2 2

1
0

2( 2) 1
1

y
p p

y
d d

y

 





   



  



 
    
 
 

 

2
0

2( 2) 1 2 ( , ) ( ).
1 1

2

qpp y c z

p




  
 





 
 
   

    
 

 

Использовали оценку 1
2p


    и следствие из теоремы Фубини. 

Лемма 2. 
2 2

2 12

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ,

p p

П

z z
dm z c

z
 

     
 





 



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где , ,i П        
2( ) 1 / ,pqz y


    ( ) exp exp ln ,
2
iz z

 
 

  
 

 

max{2 2 , },0 2.
2 2q q
 

         

Доказательство. Нетрудно показать, что в условиях леммы 

 

2 2
22 1

2
12 2

0 0 22 22

( , ) .
(sin )

(sin ) 4 sin
2

q
q

q

q

dr dr c

r r


 

 

 

 
 


 

  

  
 

 
 

 
  

 

 

Тогда 
2

22

( ) ( )
( )

p

П

z z
dm z

z


 










 

 

2 1
2 2

2
0 0 22 22(sin ) 4 sin

2

q

q

dr dr

r r


 






 
  

 


  

 
  

 

2 2 22

1 12

( ) ( )
( , ) ( , ) .

(sin )

pq

qc c


 

 

   
   

 

  




  

Доказательство теоремы 2: 

Пусть ( ) ( ),1 .pf w L p      

Покажем, что в условиях теоремы ( ) ( ).pK f A   

Достаточно показать, что при соблюдении условий теоремы 

 
1

2 2 ( )
( )( ) ( ) ( , ) ( ) .p

pp

L G
K f w dm w c f w


 



    

Рассмотрим функцию ( ) ( ( )),G z f z  где  ( ) exp exp ln .
2
iz z

 
 

  
 

 

Данная функция выполняет однолистное отображение верхней полуплоскости П  на об-

ласть  . 

Далее,   2

2 2 22

Im ( )1( )( ) ( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

p

p h
K f w dm w i h f dm dm w

h w h








  

 


  


   

  

 

2 22

1(2 ) ( ) ( ) ( )
( )

p

П

i G dm dm w
h w







 
 

 




 
    

    

 

2

2 22

1(2 ) ( ) ( ) ( ) ( ).

p

П П

i z G dm dm z
z







 
  

  



 
    

    

 

Используя неравенство Гельдера, получаем: 
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2

2 22( ) ( ) ( ) ( )

p

П П

z G dm dm z
z






  

 



 
   
    

2

2 22 2

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

p

p q

П П p q

G
z dm dm z

z z

 

 

    
 

   
 

 

 
 

   
         

 

/

2

2 2 22 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).
( )

p q
p q

pП П П

G
z dm dm dm z

z z

 

 

    
  

     

 

  
                 

 

Так как ( ) ( ),1 ,pf w L p      то 

 
1

2 ( )
( )( ) ( ) .p

p p p

L G
П

K f w dm w f




    

Из леммы 2 

2 2

2 12

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) .

p p

П

z z
dm z c

z
 

     
 





 



 

Тогда 

 2

2 22 ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .

( )
p

p
p

p
LpП П

G
z z dm dm z c f

z





 
    

   

 

 
     
    

 

Далее, так как max 2 2 , ,0 2,
2 2q q
 

  
 

      
    

то согласно лемме 1 2 02
( ) ( ) ( , ) ( ),
q

q

П

dm c z
z





  
   







 а значит,  

/

2

2 2 22 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

p q
p q

pП П П

G
z dm dm dm z

z z

 

 

    
  

     

 

  
                 

 

 1 ( )
( , ) .p

p

L
c f 


    Теорема 2 доказана. 
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Abstract. The article studies the possibility of constructing a bounded operator mapping the space of analy t-

ic functions with angles to the corresponding Lebesgue space of measurable functions. Spaces consisting of a finite 
number of smooth arcs forming positive angles of a given solution at the junction points are considered. The studied 
bounded operator can be considered an analogue of the Bergman operator in the specified spaces of analytic fun c-
tions. The construction of this operator is based on a new reproducing core. This kernel contains an imaginary part 
of some exponential function with an argument from the domain under consideration. The proof of the statement is 
based on an integral representation of analytic functions in domains with corner points and properties of conformal 
mapping functions in such domains. The work may be of interest to specialists in the field of complex and functional 
analysis. 

 
Keywords: analytical function, bounded operator, area with angles. 
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Введение. Теория упорядоченных множеств – часть современной математики, возникшая в 

рамках теории множеств в 1920–1930 гг. Создателем теории множеств был немецкий математик 
Георг Кантор (1845–1916) [см. 1]. Порядковая структура является одной из трех фундаментальных 
математических структур – наряду с алгебраической и топологической структурами, выделенными 
группой Никола Бурбаки [3], объединившей в один коллектив видных французских математиков 
середины XX в. В 1940 г. вышло первое издание известной монографии [2], написанной основопо-
ложником теории решеток американским математиком Гарреттом Биркгофом (1911–1996).  
В настоящее время теория упорядоченных множеств и решеток служит одним из классических 
направлений современной математики [см. 2; 7; 11; 12; 13; 14; 15], играет важную роль в абстракт-
ной алгебре, общей топологии, функциональном анализе, дискретной математике и компьютерных 
науках. Основы теории упорядоченных множеств можно найти в следующих источниках: [1, гла-
ва 1], [7, глава 3], [12, глава 3], [12, глава 3], [14, параграф 1], [15, глава 3]. Отметим также, что изу-
чению упорядоченных множеств посвящены наши работы [4; 5; 6; 8; 9; 10]. 

Понятие размерности конечного упорядоченного множества появилось в начале 50-х гг. XX в. 
До сих пор это понятие вызывает интерес у математиков. Скажем, отдельно исследовались упоря-
доченные множества размерности 2. Теорема о совпадении порядковой и мультипликативной раз-
мерностей впервые опубликована норвежским математиком Ойстином Оре (1899–1968) в 1962 г. 
[13, теорема 10.4.2]. Дополнительная информация содержится в книге американского математика 
Ричарда Стенли (1944 г. р.) [15, с. 263]. 

В статье определяются исходные понятия порядковой структуры. Вводится общее понятие 
размерности упорядоченного множества. Приведены иллюстрирующие теорию примеры. Доказы-
ваются свойства функции размерности на множестве всех конечных упорядоченных множеств. 

1. Основные понятия. Приведем определения базовых порядковых понятий. 
Зафиксируем множества A и B. Упорядоченной парой (a, b), a A и b B, называется объект, име-

ющий две компоненты (или координаты): первую – a, вторую – b. Предполагается, что равенство пар 
(a, b)=(c, d) означает, что a=c и b=d. Прямым произведением множеств A и B называется множество  

AB = {(a, b): a A  b B} 
всевозможных упорядоченных пар, первая компонента которых принадлежит множеству A, а вто-
рая – множеству B. 

Бинарным отношением (или соответствием) между множествами A и B называется произ-
вольная направленная связь (закон)  между отдельными элементами a A и b B. Если элементы a 
и b связаны , то пишут ab и говорят также, что a и b находятся в отношении . При A=B отношение 
 называют бинарным отношением на множестве A. Говоря формально, бинарным отношением 
между множествами A и B называется любое подмножество  прямого произведения AB, то есть 
произвольное множество упорядоченных пар (a; b), a A, b B. Связь между содержательным и 
формальным определениями бинарного отношения задается отождествлением   {(a; b): ab}. 

Определение 1. (Частично) упорядоченное множество A,  – это непустое множество A с за-
данным на нем рефлексивным (aA: aa), транзитивным (a, b, cA: abc  ac) и антисиммет-
ричным (a, bA: aba  a=b) бинарным отношением , называемым порядком на A. 
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Отношение порядка, как правило, обозначается  и зачастую опускается при упоминании 
упорядоченного множества A, . Для упорядоченного множества A,  упорядоченное множество 
A,  называется двойственным, где ab означает ba. Упорядоченное множество, изоморфное сво-
ему двойственному упорядоченному множеству, называется самодвойственным. Легко видеть, что 
имеет место принцип двойственности: если в теореме, сформулированной в терминах отношения 
порядка , заменить порядок  на двойственный порядок , то снова получим теорему об упорядо-
ченных множествах. 

Пусть A,  – произвольное упорядоченное множество. Элементы a, bA называются сравни-
мыми, если ab или ba; в противном случае – несравнимыми. Линейный порядок есть такой порядок 
на множестве A, что любые два элемента из A сравнимы. 

Элемент аА называется наибольшим (наименьшим), если xa (ах) для всех хA. Заметим, что 
наибольший (наименьший) элемент упорядоченного множества единственен, если он существует. 

Элемент из А называется максимальным (минимальным), если в А нет больших (меньших) его 
элементов. Если в А существует наибольший (наименьший) элемент, то он является единственным 
максимальным (минимальным) элементом. 

Пусть теперь В – непустое подмножество упорядоченного множества А. Элемент aА называ-
ется верхней (нижней) гранью В, если ba (ab) для всех bB. Точной верхней (нижней) гранью В 
называется наименьший (наибольший) элемент множества всех верхних (нижних) граней В в А, 
обозначаемый sup B (inf B). Отметим, что sup B (inf B) может как существовать, так и не существо-
вать, принадлежать B или не принадлежать B. Существование sup A (inf A) означает, что A имеет 
наибольший (наименьший) элемент. Множество В называется ограниченным сверху (снизу), если  
В имеет в А хотя бы одну верхнюю (нижнюю) грань. 

Упорядоченное множество называется: 
цепью или линейно упорядоченным, если порядок на нем – линейный; 
антицепью, если любые два его различных элемента несравнимы; 
вполне упорядоченным, если любое его непустое подмножество обладает наименьшим эле-

ментом; 
решеткой, если любые два его элемента имеют точные верхнюю и нижнюю грани. 
Легко видеть, что вполне упорядоченные множества являются цепями, а цепи являются ре-

шетками. 
Пусть f: A,   B,  – отображение упорядоченного множества A,  в упорядоченное мно-

жество B, . Отображение f называется изотонным, если xy  f(x)f(y) для всех x, yA. 
Определение 2. Взаимно однозначное отображение f между упорядоченными множествами A 

и B, для которого отображения f и f–1 – изотонные, то есть 
(x, yA) xy  f(x)f(y), 

называется (порядковым) изоморфизмом, а сами упорядоченные множества A и B – изоморфными. 
Изоморфные упорядоченные множества обладают одними и теми же порядковыми свойствами.  

Для наглядного изображения конечных упорядоченных множеств с небольшим числом эле-
ментов используются диаграммы Хассе [7, с. 122, 123]. 

Конечные упорядоченные множества A обладают важными числовыми инвариантами, таки-
ми как длина, ширина, размерность. Длиной A называется наибольшее из чисел элементов его це-
пей, уменьшенное на 1. Ширина X есть наибольшее из чисел элементов всевозможных антицепей в 
A. А под размерностью A,  понимается наименьшее число линейных порядков на A, пересечением 
которых является данный порядок  на A. 

2. Операции над упорядоченными множествами. Определим четыре операции над упоря-
доченными множествами A и B. Суммой (порядковой суммой) A и B называется упорядоченное мно-
жество A+B (AB), носителем которого служит дизъюнктное объединение множеств A и B, а поря-
док  продолжает порядки на A и на B и для любых aA и bB элементы a и b несравнимы (ab, со-
ответственно). Прямым произведением (лексикографическим произведением) A и B называется их 
теоретико-множественное прямое произведение AB с покоординатным порядком: (a1, b1)(a2, b2) 
 a1a2 и b1b2 (соответственно, с лексикографическим порядком: (a1, b1)(a2, b2)  a1a2 или 
(a1=a2 и b1b2)) для всех a1, a2A и b1, b2B. 

Операции суммы (называемой еще кардинальной), порядковой (или ординальной) суммы, 
прямого и лексикографического произведений можно обобщить на произвольное семейство (Ai)iI 
упорядоченных множеств Ai, индексированное элементами упорядоченного множества I [14, с. 15]. 

Определим покоординатный порядок  и лексикографический порядок  (рефлексивность 
предполагается) на прямом произведении A1A2…An произвольных упорядоченных множеств A1, 
A2,…, An. Для любых двух n-ок из A1A2…An положим: 
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(a1, a2,…, an)(b1, b2,…, bn)  a1b1, a2b2,…, anbn; 
(a1, a2,…, an)(b1, b2,…, bn)  a1b1 или k0 (a1=b1,…, ak=bk, ak+1bk+1). 

Из определения лексикографического порядка непосредственно вытекает 
Предложение 1. Если упорядоченные множества A1, A2,…, An являются цепями (вполне упоря-

доченными множествами), то лексикографический порядок на их прямом произведении также бу-
дет линейным (соответственно, полным линейным) порядком. 

Предложение 2. Покоординатный порядок на прямом произведении A1A2…An упорядочен-
ных множеств Ai равен пересечению n лексикографических порядков, ассоциированных с перестанов-
ками 12…n, 21…n,…, n1…n–1. 

Доказательство. Легко видеть, что покоординатный порядок  на прямом произведении 
A1A2…An равен пересечению n лексикографических порядков 1, 2, …, n, где 1= из опреде-
ления, 

(a1, a2,…, an)2(b1, b2,…, bn)  a2b2 или k0 (a2=b2,…, ak=bk, ak+1bk+1), 
…, 

(a1, a2,…, an)n(b1, b2,…, bn)  anbn или k0 (an=bn,…, ak=bk, ak+1bk+1). 
3. Размерность. Инвариантность и существование. Определим понятие размерности про-

извольного упорядоченного множества. 
Определение 3. (Порядковой) размерностью ord(A) упорядоченного множества A,  называ-

ется наименьшая из мощностей I множеств {i: iI} линейных порядков i на A, пересечение кото-
рых совпадает с данным порядком: 

ab  iI aib (для любых a, bA). 
Определение 4. Мультипликативной размерностью mud(A) упорядоченного множества A 

называется наименьшая из мощностей I семейств (Ai)iI (неодноэлементных) цепей Ai, в прямое 
произведение которых изоморфно вкладывается A. 

Предложение 3 (о продолжении порядка). Если a, b – несравнимые элементы упорядоченного 
множества A, , то на A существует продолжающий  порядок  (то есть   ), для которого ab. 

Доказательство. Пусть даны упорядоченное множество A,  и несравнимые элементы a, 
bA. Определим на множестве A бинарное отношение  следующим образом: для любых x, yA по-
ложим 

xy  xy или xa, by. 
Ясно, что    и ab. Покажем, что A,  – упорядоченное множество, то есть  есть отноше-

ние порядка на множестве A. Рефлексивность отношения  очевидна. Пусть xy и yz для элементов 
x, y, zA. Если xy, то xz в случае yz и xz в случае ya, bz. Аналогично, xz, если yz. Поскольку 
элементы a и b не сравнимы относительно порядка , то одновременное выполнение пар нера-
венств xa, by и ya, bz невозможно. Что доказывает транзитивность отношения . Наконец, 
предположим, что xy и yx. Если xy и yx, то x=y. Если xy и ya, bx, то bxya, откуда ba, что не-
возможно. В остальных двух случаях также получаем противоречие с несравнимостью элементов a 
и b. Поэтому отношение  антисимметрично. Предложение доказано. 

Предложение 4. Максимальные порядки на любом непустом множестве совпадают с линей-
ными порядками на этом множестве. 

Доказательство. Рассмотрим множество M всевозможных порядков  на произвольно взятом 
непустом множестве A. Множество M является подмножеством булеана B(AA). Поэтому само M 
служит упорядоченным множеством относительно отношения включения  множеств пар:  для 
любых порядков ,  на A. Очевидно, что линейные порядки на A будут максимальными элементами 
упорядоченного множества M, . Обратно, пусть  – максимальный порядок на множестве A. Если 
порядок  не линейный, то в упорядоченном множестве A,  существуют несравнимые элементы a, 
b. Но тогда порядок  строго содержится в порядке  из предложения 3. 

Лемма Цорна. Если любая цепь в упорядоченном множестве ограничена сверху, то это упоря-
доченное множество обладает хотя бы одним максимальным элементом. 

Это утверждение доказал американский математик немецкого происхождения Макс Цорн 
(1906–1993) в 1935 г. Заметим, что в теории множеств лемма Цорна эквивалентна знаменитой ак-
сиоме выбора, поэтому она может быть принята без доказательства. Кроме того, лемма Цорна рав-
носильна теореме Цермело (1904 г.), утверждающей, что каждое непустое множество A можно 
вполне упорядочить. Немецкий математик Эрнст Цермело (1871–1953) – один из основоположни-
ков аксиоматической теории множеств. 

На основании принципа двойственности получаем 
Предложение 5. Верно утверждение, двойственное лемме Цорна. 
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Теорема 1 (продолжаемость до линейного порядка). Всякий порядок на любом непустом 
множестве вкладывается в некоторый линейный порядок на этом множестве. 

Доказательство. Пусть A,  – произвольное упорядоченное множество. Обозначим через N 
подмножество множества M всех тех порядков на A, которые содержат данный порядок . Получаем 
упорядоченное множество N, . Покажем, что оно удовлетворяет условию леммы Цорна. Для этого 
возьмем в N,  произвольную цепь {i: iI} порядков i. Это означает, что любых индексов i, jI 
имеем i  j или j  i. Рассмотрим их объединение ={i: iI}, которое также будет отношением 
порядка на A. Действительно, пусть a, b, cA. Ясно, что aa (рефлексивность). Если ab и bc, то ai b 
и bj c для некоторых i, jI. Но тогда ak b и bk c при k=i или j. Поэтому ak c и, значит, ac (транзи-
тивность). Если же ab и ba, то снова ak b и bk a для подходящего kI. Поэтому a=b (антисиммет-
ричность). Получили порядок N – точную верхнюю грань цепи {i: iI}. По лемме Цорна упорядо-
ченное множество N,  имеет максимальный элемент – порядок , являющийся максимальным 
порядком на множестве A. В силу предложения 4  будет искомым линейным порядком на A. 

Замечание 1. Теорема 1 впервые сформулирована и доказана польским математиком Эдвар-
дом Шпильрайном (1907–1976) в 1930 г. с применением аксиомы выбора. Известно, что теорема 
Шпильрайна слабее аксиомы выбора. 

Замечание 2. Для конечных упорядоченных множеств теорема 1 доказывается без примене-
ния леммы Цорна. Для этого требуется конечное число раз использовать предложение 3. 

Теорема 2 (существование и инвариантность размерности). Любое упорядоченное множество 
имеет размерность. При этом изоморфные упорядоченные множества имеют одинаковую размер-
ность. 

Доказательство. Пусть дано упорядоченное множество A, . Возьмем произвольную пару a, 
bA несравнимых элементов. По предложению 3 на A существует порядок , содержащий порядок  
и удовлетворяющий соотношению ab. По теореме 1 порядок  продолжается до некоторого ли-
нейного порядка на A; обозначим его (a, b). Вместе с порядком (a, b) имеем линейный порядок 
(b, a), для которого b(b, a)a. Очевидно, что пересечение линейных порядков (a, b) по всем упоря-
доченным парам несравнимых элементов a, bA равно исходному порядку . 

Рассмотрим множество всех множеств {i: iI} линейных порядков I на множестве A, дающих 
в пересечении порядок . Поскольку класс мощностей (кардинальных чисел) вполне упорядочен по 
величине, то среди мощностей I указанных индексных множеств I имеется наименьшая мощ-
ность, обозначаемая ord(A)=ord(A, ) и являющаяся размерностью упорядоченного множества A, 
. Тем самым, мы доказали существование размерности любого упорядоченного множества. 

Докажем инвариантность размерности: изоморфные упорядоченные множества имеют оди-
наковую размерность. Пусть f: A,   B,  – изоморфизм упорядоченных множеств. Изоморфные 
упорядоченные множества служат копиями друг друга. Введем наглядные обозначения A:=B, := и 
x:=f(x) для каждого xA. Тогда xy  xy при любых x, yA. Аналогичная эквиваленция имеет место 
и для любого бинарного отношения  на A и его «двойника»  на A. Очевидно, что  является отно-
шением порядка (линейным порядком) на A тогда и только тогда, когда  будет отношением по-
рядка (линейным порядком) на A. Поэтому равенство ={i: iI} эквивалентно равенству ={i: 
iI} (порядки выделены жирным шрифтом) для любого множества линейных порядков i (iI) на 
множестве A. Следовательно, ord(A)=ord(A)=ord(B). 

Предложение 6. Размерности двойственных друг другу упорядоченных множеств совпадают. 
Замечание 3. В случае конечных упорядоченных множеств мощности суть натуральные чис-

ла. Поэтому при доказательстве теоремы 2 для конечных упорядоченных множеств достаточно 
воспользоваться принципом наименьшего числа: всякое непустое множество натуральных чисел 
обладает наименьшим элементом. Фактически это означает, что множество N всех натуральных 
чисел с естественным порядком является вполне упорядоченным множеством, что эквивалентно 
принципу математической индукции. 

Замечание 4. По сути, теорема 2 – это теорема Дашника – Миллера 1941 г., утверждающая, 
что каждый порядок на произвольном непустом множестве является пересечением содержащих его 
линейных порядков. 

Пример 1. Очевидно, что цепи суть в точности упорядоченные множества размерности 1. 
Пример 2. Размерность любой неодноэлементной антицепи равна 2. В самом деле, пусть A – 

антицепь, то есть множество A берется с отношением равенства 1A на нем. По теореме 1 порядок 1A 
содержится в некотором линейном порядке 1 на A. Через 2 обозначим обратный к 1 линейный 
порядок на A: x2y  y1x для любых элементов x, yA. Тогда 12=1A. Так как неодноэлементные 
антицепи не являются цепями, то ord(A)=2. 
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Далее, пусть порядок  на конечном упорядоченном множестве A есть пересечение n линей-
ных порядков 1, 2, …, n. Рассмотрим цепи A1=A, 1, A2=A, 2, …, An=A, n и их прямое произведе-
ние A1A2…An с покоординатным порядком . Положим 

f: AA1A2…An, f(a)=(a, a, …, a) для всех aA. 
Отображение f инъективно. Для любых a, bA имеем: 

ab  (i=1, 2, …, n) aib  f(a)f(b). 
Стало быть, упорядоченное множество A изоморфно упорядоченному подмножеству f(A) пря-

мого произведения n цепей. При n=ord(A) заключаем, что mud(A)ord(A). 
Теорема 3 (мультипликативность, теорема Оре). Размерность любого конечного упорядочен-

ного множества A совпадает с его мультипликативной размерностью: ord(A)=mud(A). 
Доказательство. Остается проверить выполнение обратного неравенства ord(A)mud(A). 

Предположим, что конечное упорядоченное множество A изоморфно упорядоченному подмноже-
ству B,  прямого произведения n цепей A1, A2, , An. В силу предложений 1 и 2 порядок  является 
пересечением n линейных порядков (BB)i, i=1, 2, …, n. Поэтому при n=mud(A) получаем 
ord(A)mud(A). Следовательно, ord(A)=mud(A). 

Замечание 5. Теорема 3 верна и для произвольных бесконечных упорядоченных множеств, 
только слова натуральное число n следует заменить на слова мощность n. 

4. Размерность малых упорядоченных множеств.  
Пример 3. Все существующие (с точностью до изоморфизма) 82 упорядоченных множества, 

имеющие не более пяти элементов и не являющиеся цепями, имеют размерность 2. Кроме того, 
среди 318 шестиэлементных упорядоченных множеств одно имеет размерность 1 (цепь), три – раз-
мерность 3, остальные 314 – размерность 2 [см. 12, с. 113]. 

Пример 4. Если B – упорядоченное множество, полученное из упорядоченного множества A 
добавлением (новых) наибольшего и наименьшего элементов, то ord(B)=ord(A). 

Пример 5. Рассмотрим шестиэлементное упорядоченное множество A={a, b, c, d, e, f} со следу-
ющим порядком : ad, ae, bd, bf, ce, cf}. Заметим, что каждый из шести элементов упорядо-
ченного множества A либо (строго) меньше ровно двух элементов, либо больше ровно двух элемен-
тов. Полученное упорядоченное множество A,  самодвойственное, имеет длину 1 и ширину 3. 
Изобразим A его диаграммой Хассе: 

 

 
Рис. 1 

 
Покажем, что размерность A равна 3. Сначала докажем от противного, что порядок  не являет-

ся пересечением двух линейных порядков A. Будем считать, что A={1, 2, 3, 4, 5, 6} и один из линейных 
порядков, дающих в пересечении с другим линейным порядком исходный порядок , естественный 
123456. Второй линейный порядок  задан перестановкой i1i2i3i4i5i6 чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6: 

ikil  kl и ikil. 
Ясно, что i3=6, i4=1 и ни одно из чисел i1, i2, i5, i6 не равно 2, противоречие. Поэтому ord(A)3.  

С другой стороны, порядок  на множестве {1, 2, 3, 4, 5, 6} есть пересечение трех линейных поряд-
ков-перестановок: 123456, 145236, 246135. Биекция a1, b2, c4, d3, e5, f6 устанавливает 
изоморфизм упорядоченного множества A,  на упорядоченное множество {1, 2, 3, 4, 5, 6}, . По-
этому ord(A)3. Следовательно, ord(A)=3. 

Пример 6. Пусть B=B({x, y, z}) – булеан трехэлементного множества {x, y, z}, то есть множество 
всех подмножеств в {x, y, z} с отношением включения  множеств. Упорядоченное подмножество 
C=B\{, {x, y, z}} в B, , состоящее из одноэлементных и двухэлементных множеств, изоморфно упо-
рядоченному множеству A,  из примера 5. Значит, в силу утверждения примера 4, 
ord(B)=ord(C)=ord(A)=3. 

Приведем диаграммы Хассе еще двух шестиэлементных упорядоченных множеств размерно-
сти 3. 
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Рис. 2       Рис. 3 

 
Упорядоченные множества на рис. 2 и 3 двойственны друг другу, имеют длину 2, ширину 3 и 

размерность 3. Заметим, что диаграмма Хассе на рис. 2 построена снизу вверх, начиная с минималь-
ных элементов, а диаграмма Хассе на рис. 3 построена сверху вниз, начиная с максимальных эле-
ментов. 

Иллюстрация. Покажем, как в примере 5 возникли перестановки 145236 и 246135. Имеем 
изоморфные упорядоченные множества A,  и C,  при следующем биективном соответствии: 

a{z}, b{y}, c{x}, d{y, z}, e{x, z}, f{x, y}. 
Далее каждому элементу из C поставим в соответствие его характеристическую функцию {x, y, 

z}{0, 1}, представляющую собой упорядоченную тройку чисел 0 и 1: 
{x}(1, 0, 0), {y}(0, 1, 0), {z}(0, 0, 1), 

{x, y}(1, 1, 0), {x, z}(1, 0, 1), {y, z}(0, 1, 1). 
В результате упорядоченное множество A изоморфно вложено в прямое произведение трех 

двухэлементных цепей {0, 1}, 01: {0, 1}{0, 1}{0, 1}={0, 1}3. Как и в предложении 1, зададим на об-
разе A в произведении {0, 1}3 три линейных лексикографических порядка: 

(0, 0, 1)(0, 1, 0)(0, 1, 1)(1, 0, 0)(1, 0, 1)(1, 1, 0) – по 1-й координате; 
(0, 0, 1)(1,0, 0)(1, 0, 1)(0, 1, 0)(0, 1, 1)(1, 1, 0) – по 2-й координате; 
(0, 1, 0)(1, 0, 0)(1, 1, 0)(0, 0, 1)(0, 1, 1)(1, 0, 1) – по 3-й координате. 

Обозначим (0, 0, 1)=1, (0, 1, 0)=2, (0, 1, 1)=3, (1, 0, 0)=4, (1, 0, 1)=5, (1, 1, 0)=6. Получаем три пе-
рестановки 123456, 145236, 246135, дающие в пересечении порядок упорядоченного множества 
A,  из примера 5. При этом A,  изоморфно упорядоченному подмножеству прямого произведе-
ния трех шестиэлементных цепей (см. рис. 4) 

1<2<3<4<5<6, 1<4<5<2<3<6, 2<4<6<1<3<5  
при взаимно однозначном соответствии 

a(1, 1, 1), b(2, 2, 2), c(4, 4, 4), d(3, 3, 3), e(5, 5, 5), f(6, 6, 6). 
 

 
Рис. 4 

 
5. Свойства размерности конечных упорядоченных множеств. Пусть далее A, B – произ-

вольные конечные упорядоченные множества с одинаково обозначаемым порядком . 
Свойство 1 (монотонность). Если A – упорядоченное подмножество B, то ord(A)  ord(B). 
Доказательство. Порядок на подмножестве A – индуцированный, то есть совпадает с пересе-

чением (AA). Если порядок  упорядоченного множества B является пересечением линейных 
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порядков 1, …, m, то (AA)=(1(AA))…(m(AA)) – пересечение m линейных порядков на 
A. Поэтому ord(A)  ord(B). 

Свойство 2 (о размерности прямого произведения). Верны неравенства 
max(ord(A), ord(B))  ord(AB)  ord(A)+ord(B). 

Доказательство. Возьмем по элементу aA и bB. Имеем AA{b} и B{a}B, откуда по свой-
ству 1 ord(A)ord(AB) и ord(B)ord(AB). Далее, пусть порядок на A равен пересечению n линейных 
порядков 1, 2, …, n, а порядок на B равен пересечению m линейных порядков 1, 2, …, m. Тогда 
покоординатный порядок на AB будет пересечением следующих n+m линейных порядков: 

Пример 7. Рассмотрим двухэлементную цепь A и двухэлементную антицепь B. Имеем ord(A)=1, 
ord(B)=2 и ord(AB)=23=ord(A)+ord(B). Кроме того, ord(AA)=21=ord(A) и ord(BB)=2=ord(B). Значит, 
равенства в неравенствах свойства 2 могут не выполняться. 

Свойство 3 (о размерности дизъюнктной суммы). Если одно из упорядоченных множеств A, B 
не является цепью, то 

ord(A+B)=max(ord(A), ord(B)). 
Доказательство. Пусть 2n=ord(A)ord(B)=m. Порядок на A есть пересечение линейных по-

рядков 1, 2, …, n, а порядок на B равен пересечению линейных порядков 1, 2, …, m. Тогда поря-
док на сумме A+B будет пересечением n линейных порядков 11, 22, …, mm, …, nm на AB. По-
лучаем требуемое равенство. 

Свойство 4. Если A и B – цепи, то ord(A+B)=2. 
Действительно, выстроим цепи сначала в порядке A, B, а затем – в порядке B, A. 
Свойство 5 (о размерности порядковой суммы). Верно равенство 

ord(AB)=max(ord(A), ord(B)). 
Доказательство. Допустим, как при доказательстве свойства 3, что, порядок на A есть пере-

сечение линейных порядков 1, 2, …, n и порядок на B равен пересечению линейных порядков 1, 
2, …, m. Тогда порядок на AB равен пересечению n линейных порядков 11, 22, …, mm, …, 
nm при nm и будет пересечением m линейных порядков 11, 22, …, nn, …, nm при nm. От-
куда вытекает доказываемое равенство. 

Теперь рассмотрим лексикографическое произведение AПB упорядоченных множеств A и B. 
Свойство 6 (о размерности лексикографического произведения). Справедливо равенство 

ord(AПB)=max(ord(A), ord(B)). 
Доказательство. Заметим, что AПB будет порядковой суммой Ba, Ba=B, по всем элементам a 

упорядоченного множества A. Пусть даны линейные порядки 1, 2, …, n на A и линейные порядки 
1, 2, …, m на B, пересечения которых равны порядкам на A и на B соответственно. Обозначим че-
рез iПj линейный лексикографический порядок цепей A, i и B, j. Тогда порядок на AПB будет 
равен пересечению n линейных порядков 1П1, …, mПm, …, nПm при nm и пересечению m ли-
нейных порядков 1П1, …, nПn, …, nПm при nm. 

Свойство 7 (размерность булеана). Размерность булеана n-элементного множества равна n. 
Доказательство. Булеан n-элементного множества изоморфен прямому произведению A={0, 

1}n n экземпляров двухэлементной цепи {0, 1}. В силу предложений 1 и 2 покоординатный порядок 
 в {0, 1}n совпадает с пересечением n линейных порядков. Поэтому ord(A)n. 

Докажем обратное включение. Рассмотрим в A элементы 1=(1, 0, …, 0), 2=(0, 1, …, 0), …, n=(0, 
0, …, 1), 1=(0, 1, …, 1), 2=(1, 0, …, 1), …, n=(1, 1, …, 0), составляющие упорядоченное подмножество B 
в A. Для любых индексов i, j{1, 2, …, n} имеем: ij при ij и несравнимые элементы i, i. Пусть да-
но множество  линейных порядков на множестве A, пересечение которых совпадает с порядком . 
Для каждого i{1, 2, …, n}в  найдется такой линейный порядок i, что i i i. Если i i j при неко-
тором j, то i i i, поскольку ji и, значит, ji i. Полученное противоречие показывает, что отно-
сительно порядка i элемент i будет наибольшим элементом множества {1, 2, …, n}. Следова-
тельно, порядки i, i=1, 2, …, n, различны уже на множестве B и, стало быть, множество  имеет не 
менее n элементов. Поэтому ord(A)ord(B)n. В результате получаем: ord(A)=ord(B)=n. 

Пример 8. Прямая степень A={0, 1}n содержит 2n элементов, имеет длину n и размерность n по 
свойству 7. Упорядоченное подмножество B={1, 2, …, n, 1, 2, …, n} в A содержит 2n элементов, име-
ет длину 1, ширину n и размерность n в силу свойства 7. Последнее утверждение обобщает пример 5. 

Теорема 4 (размерность прямого произведения цепей). Размерность прямого произведения n 
неодноэлементных цепей равна n. 

Доказательство. Пусть даны неодноэлементные цепи A1, A2, …, An. Рассмотрим их прямое 
произведение A с покоординатным порядком. В каждой цепи Ai (i=1, 2, …, n) выделим двухэлемент-
ную подцепь Bi. Их прямое произведение B будет упорядоченным подмножеством в A. По свойству 7 
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ord(B)=n, откуда по свойству 1 ord(A)n. С другой стороны, в силу предложений 1 и 2, ord(A)n. Зна-
чит, ord(A1A2 … An)=n. 

6. Полукольцо классов изоморфности упорядоченных множеств. Введенные в парагра-
фе 2 бинарные операции над упорядоченными множествами обладают следующими алгебраиче-
скими свойствами – с точностью до порядкового изоморфизма. Операции взятия суммы + и прямо-
го произведения  коммутативны и ассоциативны, операции порядкового сложения  и лексико-
графического произведения не коммутативны и ассоциативны. Кроме того, операция  дистрибу-
тивна относительно операции +. 

Обозначим через S множество (на самом деле, класс) всех классов A={X – упорядоченное мно-
жество: XA} изоморфности по всевозможным упорядоченным множествам A. На множестве S рас-
смотрим операции сложения и умножения: A+B={X – упорядоченное множество: XA+B} и AB={X – 
упорядоченное множество: XAB}. В результате получаем алгебраическую структуру S, +, , назы-
ваемую коммутативным полукольцом: S, + и S,  – коммутативные полугруппы, причем, умноже-
ние дистрибутивно относительно сложения (A+B) C=A C+B C для любых упорядоченных множеств 
A, B, C. Заметим, что класс 1 всех одноэлементных упорядоченных множеств служит единичным 
(нейтральным по умножению) элементом в полукольце S. 

Тем самым, доказано следующее утверждение: 
Предложение 7. Множество S всех классов изоморфности упорядоченных множеств с опера-

циями + и  является коммутативным полукольцом с единицей. 
Замечание 7. Пусть F – подполукольцо в S, состоящее из классов изоморфности конечных упоря-

доченных множеств. Получаем коммутативное полукольцо F с единицей, обладающее свойством адди-
тивной сократимости: A+C=B+C  A=B для любых конечных упорядоченных множеств A, B, C. Поэтому 
полукольцо F имеет кольцо разностей, а также обладает свойством мультипликативной сократимости 
[см. 15, с. 227]. Кроме того, множество S\F является простым идеалом полукольца S и (S\F)+SS\F. 

Замечание 8. Класс AC классов изоморфности всевозможных антицепей является подполу-
кольцом с единицей в S, поскольку сумма и произведение антицепей будут антицепями, а одноэле-
ментные упорядоченные множества суть в точности упорядоченные множества, являющиеся це-
пями и антицепями одновременно. Легко видеть, что полукольцо AC изоморфно полукольцу всех 
ненулевых кардинальных чисел (мощностей) с арифметическими операциями сложения и умноже-
ния. В полукольце AC, стало быть, и в полукольце S свойства аддитивной и мультипликативной со-
кратимости не выполняются. Полукольцо N натуральных чисел с обычными операциями сложения 
и умножения изоморфно подполукольцу полукольца AC. 

Полагаем ord(A)=ord(X) для любого упорядоченного множества XA. 
Предложение 8. Отношение равенства размерности  на полукольце S, +, , будучи отноше-

нием эквивалентности, не является конгруэнцией. 
Доказательство. Очевидно, что отношение равенства размерности на классе всевозможных 

упорядоченных множеств является отношением эквивалентности. В силу инвариантности размер-
ности это же верно и для полукольца S. Пусть AB, то есть ord(A)=ord(B), и C – произвольное упоря-
доченное множество. По свойствам 3 и 4 имеем ord(A+C)=ord(B+C), то есть (A+C)=(B+C). Это значит, 
что отношение равенства размерности  на S стабильно относительно операции сложения. Пока-
жем, что отношение равенства размерности  на S не является стабильным относительно операции 
умножения. Положим A={0, 1}{0, 1} при 01, B={a, b}и D={a, b, c, d} – антицепи, C={0, 1}. Имеем 
ord(A)=ord(B)=ord(D)=2, то есть ABD. Поскольку (AC){0, 1}3, то по свойству 7 ord(AC)=3. Но, как 
легко видеть, ord(BC)=2 и ord(DC)=2, то есть (BC)(DC). Следовательно, произведения AC и BC, 
AC и DC не находятся в отношении . 
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Аннотация. В работе рассматриваются необходимые и достаточные условия геометрической выпукло-

сти функции на промежутке в терминах GA-выпуклости. На основе формулируемого критерия показывается, 
что сумма двух геометрически выпуклых функций геометрически выпукла. 

 
Ключевые слова: геометрически выпуклая функция, GA-выпуклая функция, сумма геометрически вы-

пуклых функций. 

 
1. Определения понятий и иллюстрации. Опираясь на работы [2]–[5], введем сначала необ-

ходимые определения понятий GA-выпуклой и геометрически, или GG-выпуклой функций. 

Пусть   ;0l  – произвольный промежуток числовой прямой Ox и lf : R – функция, 

заданная на этом промежутке. 

Определение 1. Функцию f назовем GA-выпуклой на l, если для любых точек lba ,  и любо-

го числа ]1;0[  выполняется неравенство 

     )()1(1 bfafbaf  
.         (1) 

Если в условиях определения 1 при ba   и всех  1;0  выполняется неравенство 

     )()1(1 bfafbaf  
,       (2) 

то функцию f будем называть строго GA-выпуклой на промежутке l. 
Определение 2. Функцию f назовем геометрически выпуклой, или GG-выпуклой на промежут-

ке   ;0l , если она в точках данного промежутка принимает положительные значения, и для 

любых точек lba ,  и любого числа ]1;0[  выполняется неравенство 

      bfafbaf    11
.         (3) 

Если в условиях приведенного определения при ba   и всех  1;0  выполняется нера-

венство 

      bfafbaf    11
,          (4) 

то функцию f условимся называть строго геометрически выпуклой (строго GG-выпуклой) на l. 
Очевидно, строго GA-выпуклая функция является GA-выпуклой, а строго геометрически вы-

пуклая функция – геометрически выпуклой. 
Аналогично определяются GA-вогнутая и геометрически вогнутая (GG-вогнутая) функции, а 

также строго GA-вогнутая и строго геометрически вогнутая функции – для этого в соответствую-
щих неравенствах (1)–(4) знак   (<) следует поменять на знак   (>). 

Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие сформулированные определения. 

На интервале );0(   как GA-выпуклой, так и GA-вогнутой является функция 

,ln)( xxf   где   и   – вещественные константы, ибо для нее: 

  bababaf ln)1(ln)ln( 11    
= 

      )()1(ln)1(ln bfafba   . 
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Из последнего следует, в частности, что и функция xxf ln)(  , и функция cxf )(  на 

всяком промежутке   ;0l  являются GA-выпуклыми и GA-вогнутыми. 

Функция 0,)(  xxxf  является строго GA-выпуклой. Это следует из весового неравен-

ства Коши для положительных чисел a и b 

baba )1(1  
, ba  ,  1;0 , 

реализующего неравенство (2). 

Легко видеть, на интервале );0(   будет строго GA-выпуклой и функция ,)( cxxf 
где constc  . 

Весовое неравенство Коши для двух положительных чисел позволяет просто обосновать так-

же строгую GA-выпуклость функции 0,)(  xxxf q
, где q – произвольное отличное от нуля 

действительное число: 

      qqqqq
bababa )1(

11 
 


, baba  ,0,0 ;  1;0 . 

Нетрудно видеть, что функция 0,)( 2  xxxf  будет строго GA-вогнутой. 

Так как для функции 
 xxh )(  ( 0,,0  x ) выполняется соотношение 

       
 
11 baba , где a и b – положительные числа, то данная функция является и 

геометрически выпуклой, и геометрически вогнутой на интервале  ;0 . 

Экспонента 
xey   является строго геометрически выпуклой на интервале  ;0  функци-

ей, поскольку для любых различных положительных чисел a и b и любого  1;0  в силу весового 

неравенства Коши имеем: 

     

  1)1(1 bababa eeee . 

Аналогично на интервале  ;0  устанавливается строгая GG-выпуклость любой показа-

тельной функции вида 
xcxf )( , где 1,0,0  c . 

Функция xxg clog)(   (c > 1) является строго геометрически вогнутой на интервале 

 ;1 , поскольку для любых различных положительных a и b и любого  1;0  имеем: 

        )()(logloglog)1(loglog 1111 bgagbabababag ccccc
    . 

Аналогично показывается, что функция xxg clog)(~   (0<c<1) строго геометрически вогнута 

на интервале  1;0 . 

2. Критерий геометрической выпуклости функции. Установим следующую теорему о не-
обходимых и достаточных условиях геометрической выпуклости функции на промежутке. 

Теорема А. Функция f, принимающая в точках промежутка   ;0l  положительные зна-

чения, геометрически выпукла на нем тогда и только тогда, когда для любого действительного 

числа   функция )(xfx  является GA-выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Для установления данной теоремы воспользуемся схемой доказательства теоремы 2 работы 
[1] о необходимых и достаточных условиях логарифмической выпуклости функции на промежутке. 

Доказательство необходимости. Пусть функция f геометрически выпукла на l. Рассмотрим 

функцию )()( xfxxg  ,  R. Поскольку 
x  – геометрически выпуклая на интервале 

);0(   функция, то функция )(xg  также геометрически выпукла на l. Последнее означает, что 

для любых точек a и b из l и любого числа  1;0  выполняется неравенство 

    )(11 bgagbag    . 

Но в силу неравенства Коши   )()1()()(1 bgagbgag  
, следовательно, 
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    )()1(1 bgagbag  
. 

Последнее означает, что функция g является GA-выпуклой на l. Нужное установлено. 

Доказательство достаточности. Предположим, что для любого  R функция )(xfx  

является GA-выпуклой на промежутке l. Покажем, что тогда для любых a и b из l и любого числа 

 1;0  для функции f будет выполняться неравенство (3). 

 Выберем   таким, чтобы )()( bfbafa    (это будет значение 
)(
)(log
af
bf

b
a ). Для 

выбранного   в силу GA-выпуклости функции )(xfx  имеем: 

     )()()1()(11 afabfbafabafba    

    
 1

)()( afaafa       )()()()( 111
bfafbabfbafa  

 . 

Отсюда, очевидно, следует (3). Теорема А полностью доказана. 
Замечание 1. Техника доказательства теоремы А позволяет сформулировать аналогичный 

критерий строгой геометрической выпуклости функции. Справедлива 

Теорема А1. Функция f, принимающая в точках промежутка   ;0l  положительные зна-

чения, строго геометрически выпукла на нем тогда и только тогда, когда для любого действительно-

го числа   функция )(xfx  является строго GA-выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Приведем иллюстрацию сформулированной теоремы. Выше было показано, что функция 
xey   является строго геометрически выпуклой на интервале  ;0 . Следовательно, в силу тео-

ремы А1 всякая функция вида 
xex , где   – действительное число, является строго GA-выпуклой 

на интервале  ;0 . 

3. Теорема о сумме геометрически выпуклых функций. Очевидно, сумма GA-выпуклых 
функций GA-выпукла. Возникает вопрос: справедливо ли такое свойство для GG-выпуклых функ-
ций? Ответ не очевиден. Однако установленный критерий геометрической выпуклости функции 
позволяет легко доказать следующую теорему. 

Теорема Б. Если функции f и g геометрически выпуклы на промежутке l числовой прямой, то 
их сумма также является геометрически выпуклой на этом промежутке. 

Доказательство. В силу теоремы А для любого  R функции )(xfx  и )(xgx  являют-

ся GA-выпуклыми на промежутке l, следовательно, GA-выпуклой на нем будет и их сумма 

))(( xgfx 
. Но тогда по теореме А функция ))(( xgf   – геометрически выпукла на рас-

сматриваемом промежутке. Требуемое установлено. 
Замечание 2. Метод доказательства теоремы Б и наличие теоремы А1 позволяют сформулиро-

вать следующую теорему. 
Теорема Б1. Если функции f и g геометрически выпуклы на промежутке l числовой прямой, 

причем хотя бы одна из них – в строгом смысле, то их сумма также является строго геометрически 
выпуклой на этом промежутке. 

В силу теоремы Б1 функция 
xxey 225   является строго геометрически выпуклой на 

интервале );0(  . 
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Аннотация. Приведены условия существования дополнительных по Е. Т. Уиттекеру алгебраических 

первых интегралов системы уравнений движения абсолютно твердого материального объекта в трехмерном 
пространстве Лобачевского. Принимается, что винты пространства Лобачевского, согласно правилу Котель-
никова-Штуди, отображаются на комплексные векторы комплексного евклидова пространства. Каждому вин-
ту соответствует определенный комплексный вектор с компонентами, линейно зависящими от плюккеровых 
координат и от величины кривизны пространства Лобачевского. Объект движется под воздействием задан-
ных гироскопических сил, структура которых для выбранного случая задается специальными условиями. По-
лучены в явной форме некоторые частные интегралы, зависящие от одной и от двух фазовых переменных, 
характеризующие виды движений объекта, а также соответствующие им параметрические ограничения, обу-
словленные условиями существования частных интегралов. 

 
Ключевые слова: винтовое движение, абсолют, бивектор, винт, неевклидово пространство постоянной 

кривизны. 

 
Введение. Теория винтов, созданная в 1870-х годах, изложенная в трактате Р. С. Белла [14], явилась 

аппаратом исследования свойств движения материальных объектов в неевклидовых пространствах. Ее 
конструктивное построение было логически завершено А. П. Котельниковым в его монографии [3]. Он 
объединил в единую теорию − проективную теорию векторов − кинематику и динамику материальных 
объектов, а также разработал теорию векторов в трехмерном проективном пространстве. 

П. А. Широков [12] распространил теорию векторного поля на пространства постоянной кри-
визны, в том числе и на пространство Лобачевского. Движение материального объекта, являющее-
ся классическим аналогом регулярной прецессии в евклидовом пространстве и распространенное 
на пространство Лобачевского, было исследовано А. П. Широковым [13]. 

Различные виды движений материальных объектов в пространстве Лобачевского были рас-
смотрены М. С. Крюковым [4−6]. Свойства многообразия состояний, устойчивость стационарных 
винтовых движений объекта в пространстве Лобачевского и условия существования линейного 
первого интеграла его уравнений движения получены в работах [7−10]. 

1. Предварительные положения. Согласно проективной модели Ф. Клейна [4] пространство 
Лобачевского (пространство L3) реализуется внутренними точками абсолюта 

         024232221  xxxxxg ij
ij           (1) 

гиперболического пространства .3  Здесь gij − метрический тензор псевдовекторного четырехмер-

ного пространства, рассматриваемого как трехмерное проективное пространство P3, реализующее 
пространство L3. Отобразив точки пространства P3 на точки гиперсферы псевдоевклидова простран-

ства ,14R  при решении задач в пространстве 3 применяем тензорный аппарат пространства 1
4R . 

Под движением пространства 3  понимается проективное линейное преобразование, пере-

водящее в себя абсолют (1). Поскольку между одночленными группами движений в пространстве 

3  и специальными линейными комплексами в пространстве P3 существует взаимно однозначное 

соответствие, то движение в пространстве 3 , как и в пространстве L3, можно задавать бивектором 

пространства 1
4R [6]. 

Винт в пространстве L3 определяется непростым бивектором, заданным плюккеровыми ко-
ординатами внешней и внутренней оси винта. 

Рассмотрим свободный от связей абсолютно твердый объект, движущийся в пространстве L3. 

Пусть )...( 0
4

0
1

0 eeR  − опорный координатный тетраэдр, автополярный относительно абсолюта (1), 

неизменно связанный с инерциальным конфигурационным пространством L3. Этот тетраэдр зада-

ется точками 
0
je  ( j = 1, … , 4) данного пространства. С твердым объектом неизменно свяжем коор-

                                                                 
© Макеев Н. Н., 2022 



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 1 (24), 2022                                    

 

  25 

динатный тетраэдр инерции ,),...,( 41 eeR  заданный точками ej ( j = 1, … , 4) объекта, также автопо-

лярный относительно абсолюта (1). При этом тетраэдр R выбирается так, чтобы его вершина − точ-
ка e4 объекта − была собственной, совпадала с центром инерции объекта и чтобы ориентации этих 
тетраэдров совпадали [4]. Положение тетраэдра R и его точек относительно R0 задается параметра-
ми положения и ориентации следующим образом [5]. 

Положение точки e4 задается двумя линейными и одним угловым параметрами, а ориентация 
тетраэдра R относительно R0 определяется заданными углами Эйлера. Таким образом, взаимное 
положение тетраэдров R0, R устанавливается упорядоченным набором шести заданных характер-
ных параметров. 

Мгновенное состояние объекта в пространстве L3 задается винтом мгновенной скорости 

),( 444 jjj vV   и винтом мгновенного кинетического момента (винтом импульса) 

),( 4
4

4
4

4 j
j

j
j

j AvBG  ( j = 1, 2, 3) твердого объекта. Здесь ),( 4
4

j
j Bv  − компоненты скорости 

сдвига и моменты инерции сдвига объекта относительно его главных осей инерции, соответствен-

но; )3,2,1(),( 4
4 jAjj  − компоненты скорости вращения и моменты инерции вращения 

объекта относительно тех же осей, соответственно. Определение моментов инерции объекта в про-
странстве L3 здесь принято в форме, приведенной в работе [13]. 

Для моментов инерции сдвига и вращения объекта имеют место тождественные соотноше-
ния связи [13] 

 ,)3,2,1(2
44  jMkAB jj          (2) 

где k − радиус кривизны пространства L3, M − величина массы объекта. При этом равенства (2) имеют 

место лишь при условиях ,)3,2,1(44  jAB jj то есть при очевидном ограничении k ≠ 0. 

2. Уравнения движения твердого объекта. Система уравнений движения объекта, происхо-

дящего под воздействием силового винта внешних сил 
ijL  в пространстве L3, имеет вид [9] 

 
23234243424

2434
14

14

14234242434
2434

14
14

)()(

,)()(

LkvvBBA

LkvvBAvB












 .)3,2,1(      (3) 

В системе уравнений (3) каждая из двух групп уравнений задана приведенным здесь уравне-
нием-представителем. Остальные уравнения каждой группы следуют из данных при циклической 
перестановке индексов 1, 2, 3, что здесь и всюду далее обозначается символом (1, 2, 3). 

Положим, что движение твердого объекта происходит под действием сил с гироскопической 
структурой (по Томсону и Тэту [15]). Тогда компоненты силового винта Lij для уравнений системы 
(3) относительно автополярного тетраэдра R можно задать в виде [9] 

 
1422434342424123431232

142412343134242434142 ,2

nkvvLk
mkvvLk







     (4) 

.)3,2,1(   

В системе равенств (4) числа 
rsrs m, , nrs (r = 1, 2, 3; s = 1, … , 4; r ≠ s) − заданные постоянные 

коэффициенты и характерные постоянные параметры винта внешних сил, соответственно. 
Поскольку мощность силового винта, заданного выражениями (4), при всех значениях 

0 rsrs nm  тождественно равна нулю, то силы, определяемые этим винтом при данных услови-

ях, являются гироскопическими, а параметры λrs − заданными гироскопическими коэффициентами. 
В силу соотношений (4) система динамических уравнений (3) в осях координатного тетраэдра 

R принимает вид [7] 

,)()( 142343124122434342434242434
2434

14
14 mkvvvvBAvB    

142342424343431241234243424
2434

14
14 )()( nkvvvvBBA         (5) 

.)3,2,1(  

Система уравнений (5), называемая далее основной динамической системой, представленная 
двумя группами уравнений, является многопараметрической системой эволюционного типа, ана-

литически замкнутой относительно компонент 44, iiv   (i = 1, 2, 3) при заданных постоянных пара-

метрах mrs, nrs . 
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Уравнения системы (5) могут быть представлены в компактной форме, если ввести характер-

ные квадратичные формы переменных 
rsrsv ,  (кинематические квазипотенциалы) [9]: 

  ,)()()(
2
1 34343412234234

24341   vvBAf  

  24242431224224
24341 )()()(

2
1

  vvBBg   (1, 2, 3). 

Некоторые частные виды уравнений системы (5) приведены в работе [9]. Эти виды опреде-
ляют простейшие движения твердого объекта в пространстве L3. К ним относятся: собственно сдвиг 

(все компоненты )0rs , собственно вращение (все компоненты rsv = 0), а также винтовое дви-

жение объекта, существующее при определенных структурно-динамических ограничениях [7]. 
Винтовое движение в пространстве L3 в форме регулярной прецессии, совершаемой твердым объ-
ектом, имеющим ось кинетической симметрии, вдоль этой оси, подробно исследовано А. П. Широ-
ковым [13]. 

3. Интегралы основной динамической системы. Поставим задачу: на многообразии инер-
ционных состояний в фазовом пространстве найти структурно-динамические ограничения (посту-
лируемые как возможные), наложенные на параметры системы уравнений (5), при которых для 
данной динамической системы существуют алгебраические первые интегралы объекта, определен-
ные в открытой односвязной области ее пространства состояний. 

Введем квадратичные формы 

 
)321(

21414
14

21234
34 ,])()[(1  AvBF  

  
)321(

3434
34

1234
34 ),()(2  AvBF            (6) 

 
)321(

214
14

234
34 ,])()([3 AvBF  

представим в развернутом виде соотношение связи (2) 

 .2
343424241414 MkABABAB           (7) 

В равенствах (6) символ (123) под знаком суммы обозначает суммирование по величинам, 
каждая из которых может быть получена из остальных слагаемых циклической перестановкой за-
данных в них числовых индексов. 

Рассмотрим условия, при которых каждая из форм (6) является первым алгебраическим ин-
тегралом основной динамической системы (5). 

Введем ограничения инерционности состояний объекта, наложенные на параметры винта 
внешних сил 

 .)3,2,1(044
 jnm jj

           (8) 

Условия (8) заданы относительно осей связанного тетраэдра и не зависят от текущего поло-
жения и ориентации данного твердого объекта. Эти условия соответствуют случаю инерционного 
состояния этого объекта. 

Зададим формально равенства 

 ,
2

32211 ,, hFhFhF             (9) 

где hhh ,, 21  − произвольные постоянные, а функции 321 ,, FFF  определяются равенствами (6). 

Тогда для соотношений (9) имеют место следующие положения. 
Теорема 1. Если выполняются соотношения связи (7) и условия (8), то равенства (9) являют-

ся первыми алгебраическими интегралами динамической системы (5). 
Доказательство. Дифференцируя по t соотношения (6) в силу уравнений данной системы, 

получаем равенство, тождественно удовлетворяющееся согласно заданным условиям (7), (8). 
В равенствах (9) соотношения F1, F2 являются алгебраическими первыми интегралами кине-

тического винта [7] (F1 − интеграл модуля кинетического винта, F2 − аналог интеграла Э. Нетер), а 
F3 − интеграл типа первого интеграла энергии [1]. Интеграл F1 является функцией бивектора кине-
тического винта; интеграл F2 − функцией бивектора. Величина F3 сохраняется в силу свойства гиро-
скопичности силового винта, действующего на материальный объект. 

Введем квадратичную форму компонент бивектора скорости сдвига 

 ,)()()( 234
34

224
24

214
14 vavavaF           (10) 

с заданными существенно положительными коэффициентами 
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
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




      (11) 

а также соотношения связи (при k ≠ 0) 

 ,2
243414243414 MkABABAB          (12) 

родственные приведенным ранее соотношениям (7). 
Имеет место следующее интегральное свойство основной динамической системы (5). 
Теорема 2. Если выполняются ограничения (8), соотношения связи (7), (12) и либо условия 

 ,0),,(,0 342414312312            (13) 

либо условие, при котором все величины 

 ,0rs              (14) 

то равенство  

 const)(  GGF             (15) 

является первым алгебраическим интегралом динамической системы (5). 
Доказательство этого утверждения проводится аналогично предыдущему в силу уравнений 

системы (5) с применением соотношений (8), (12)−(14). 
Отметим, что алгебраические интегралы (6), (9) для динамической системы (5) приведены в 

работах [9, 10], но без необходимого обоснования их построения при заданных структурно-

динамических условиях. В частном случае, при котором все характерные параметры 0rs и вы-

полняются кинетические условия (8), из первых интегралов (9), как частные случаи, следуют соот-
ношения, приведенные в работах ].6,5[  

4. Существование дополнительных интегралов динамической системы. Рассмотрим огра-
ниченную задачу о существовании первых интегралов динамической системы (5), дополнительных 
по Уиттекеру [11] (термин работы [2]) к совокупности интегралов (9), в классе однозначных алгеб-
раических функций C2 для стационарных (перманентных) состояний твердого объекта. 

Решение такого рода задачи гипотетически предполагает существование независимых пер-
вых интегралов, каждый из которых определен в соответствующей области фазового пространства. 
Поскольку каждый из дополнительных интегралов системы уравнений (5), как частный интеграл, 
может существовать лишь при определенных структурно-динамических условиях, эту задачу сле-
дует рассматривать как задачу нахождения элементов интегрального многообразия данной дина-
мической системы в предположении, что это многообразие не является пустым. 

Представим возможные искомые интегралы в наиболее общем виде 

 ,),,;,,( 342414342414 hvvvF           (16) 

где F – алгебраическая функция заданных переменных, h − постоянная интегрирования. 
Как известно [11], критериальным условием существования первого интеграла (16) данной 

системы уравнений является равенство нулю скобки Пуассона (коммутатора) от функции F и га-
мильтониана данной системы, заданных на симплектическом многообразии [1; 2, c. 84]. Отсюда 
имеем 

,0)()(  ΩV ΩV
 FF  

где обозначены векторы скоростей ,),,( 342414 vvvVV   .),,( 342414 ΩΩ   

В развернутом скалярном виде данное равенство представляется так 

  


3

1

4
4

4
4 .0)(

ji

j
j

i
i qvp            (17) 

Равенство (17) в силу уравнений системы (5) является тождеством, выполняющемся для лю-
бых значений переменных, при определенных структурно-динамических ограничениях, соответ-
ствующих случаям существования дополнительных первых интегралов исходной системы уравне-
ний движения. 

Рассмотрим вопрос о существовании алгебраических первых интегралов исходной динамиче-
ской системы (5) при сложном стационарном движении объекта типа “сдвиг-вращение” (когда 

имеют место тождественные соотношения ,)3,2,1,;0),( 44  jiv ji   при условиях (8). 
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5. Дополнительные интегралы с одной переменной. Пусть дополнительный интеграл (16) 
зависит только от одной независимой переменной и имеет вид1  

 .const)( 14 vF             (18) 

Тогда, согласно соотношению (17), имеем равенство, являющееся тождеством по переменным 
34243424 ,,, vv и удовлетворяющееся при условиях 

 ,014m                (19) 

 ,034243112              (20) 

к которым следует присоединить ограничение 

 .34

34

24

24
pvv




             (21) 

Равенство (21) определяет винтовое движение объекта относительно координатной оси 1-4 с 
параметром винта p. В силу этого справедлива следующая 

Теорема 3. Если выполняются условия (19)−(21), то для динамической системы (5) при зави-
симости (18) имеет место первый интеграл 

 .const14 v               (22) 

Аналогичным образом, в случае, при котором интеграл (16) имеет вид2 

 ,const)( 14 F              (23) 

согласно соотношению (17) получаем равенство, являющееся тождеством по данным переменным, 
удовлетворяющееся при условии 

 014 n                (24) 

и ограничениях (20), к которым следует присоединить условие структурно-кинетической симметрии 

 .3424 BB                (25) 

Условие (24), как и ограничение (19), является условием инерционности движения объекта − 
вращения и сдвига, соответственно. 

Таким образом, установлена следующая 
Теорема 4. Если выполняются условия (20), (24), (25), то для динамической системы (5) при 

зависимости (23) имеет место первый интеграл 

 .const14                (26) 

Приведенные соотношения интерпретируются следующим образом: ограничения (19), (24) 
соответствуют движению твердого объекта по инерции в направлении координатной оси 1-4, а 
условия (20) отражают отсутствие гироскопического эффекта относительно той же оси. 

Интеграл (22) устанавливает стационарное движение − равномерный сдвиг твердого объекта 
по координатной оси 1-4, а интеграл (26) − его равномерное (перманентное) вращение вокруг этой 
оси, тогда как система интегралов (22), (26) совместно с кинематическим соотношением (21) опре-
деляет винтовое движение данного объекта относительно этой оси. Таким образом, первые инте-
гралы (18), (23) определяют соответствующие равномерные движения твердого объекта, аналити-
ческие свойства которых приведены в работе [9]. 

6. Дополнительные интегралы с двумя переменными. В дальнейшем полагаем, что в об-
щем случае выполняются следующие структурно-кинематические ограничения 

.)3,2,1(0,0 24

24

14

14

2414 


vvBB  

Предварительно отметим, что условия для параметров 4jB , согласно тождествам (7), (12), эк-

вивалентны ограничениям 

.)3,2,1(02414  AA  

Первая группа данных условий исключает тривиальный случай, при котором 

,)3,2,1(, 44  jBBAA jj  а вторая группа позволяет исключить из многообразия состоя-

ний твердого объекта в фазовом пространстве его возможные винтовые движения, которые могут 
существовать в общем случае. 

                                                                 
1 Равенство (18) здесь дано как представитель совокупности интегралов вида .const)( 4 jvF  
2 Равенство (23) здесь представляется как интеграл-представитель совокупности интегралов вида 

.)3,2,1(const)( 4  jF j  
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Рассмотрим условия существования и виды дополнительных первых интегралов указанного 
типа для динамической системы (5). Если дополнительный интеграл (16) с двумя независимыми 
переменными задан в виде 

 ,const),( 1414 vF             (27) 

то, согласно соотношению (17), в результате получаем 

 ,034
4

24
3

34
2

24
1   kkvkvk          (28) 

где обозначено 

,
12

1414
34

1414
34

21414
34

114141  qBpAvcqBcpAk   

,241414
31

14142  pAqBk   

 ,341414
12

1414
34

11414
34

214143  qBpAvcpAcqBk          (29) 

.241414
31

14144  qBpAk   

В равенствах (29) и всюду далее обозначено 

,

,),

3424224341

4444

,

32,1(,

BBcBAc

jFq
v
Fp jjjj














  

причем 02 c  согласно принятым ограничениям. 

Поскольку величины 1414, qp  зависят только от переменных ,, 1414 v  то из соотношений 

(28), (29) получаем условия, при которых данное равенство выполняется тождественно при произ-

вольных значениях величин :)3,2(, 44 iv ii   

,0][][ 3412
1414

1234
1414  TT qBpA   

 ,0][][ 2431
1414

3124
1414  TT qBpA            (30) 

.0][][ 3434
14214

3434
14114  TT vqcBvpcA   

Рассматривая парные равенства (30) как системы линейных однородных уравнений по отно-

шению к заведомо ненулевым величинам ,, 1414 qp  согласно критерию существования ненулевых 

решений данных уравнений полагаем их определители равными нулю. В силу этого для систем 
уравнений (30) получаем определяющие условия, соответственно, 

 ,0,0 31243412             (31) 

 .03434 v              (32) 

Условия (31) исключают наличие гироскопического эффекта для твердого объекта относи-
тельно оси 1-4, а условия (32) позволяют исключить состояние, при котором существуют сдвиг и 
вращение объекта относительно оси 3-4. В этом случае интеграл вида (27) представляется сово-
купностью ранее полученных первых интегралов (22), (26), непосредственно следующих из систе-
мы уравнений (5) при заданных условиях. 

Таким образом, имеет место следующее предложение. 
Теорема 5. Если для системы уравнений (5), представленной при условиях (8), (31), существу-

ет дополнительный независимый первый интеграл вида (27), то для состояния (32) имеют место 
частные интегралы (22), (26). 

В случае, при котором дополнительный интеграл (16) задан в виде 

 ,const),( 2424 vF            (33) 

аналогично предыдущему согласно соотношению (17) получаем определяющее равенство 
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34
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В равенствах (35) обозначено 

,, 3414414343 BAcBBc   

причем c3 ≠ 0 согласно принятым ограничениям. 

Поскольку величины 2424, qp  зависят только от переменных ,, 2424 v  то из соотношений 

(34), (35) получаем условия, при которых равенство (34) выполняется для произвольных значений 

величин :)3,1(, 44 iv ii   

 .)4,...,1(0),( 44  svl ii
s            (36) 

Аналогично предыдущему в силу системы уравнений (36) получаем условия, соответственно, 

 ,0,0 23143412             (37) 

 .01414  v              (38) 

Согласно уравнениям движения (5) условия (37) устанавливают отсутствие гироскопическо-
го эффекта для твердого объекта относительно координатной оси 2-4, а система условий (37), (38) 
определяет существование первых частных интегралов 

 .const)(,const)( 2424  ttv            (39) 

При этом согласно условиям (38) для данных ограничений не имеют места эффекты враще-
ния и сдвига объекта относительно оси 1-4 базового координатного тетраэдра. В этом случае инте-
грал вида (33) представляется совокупностью интегралов (39). 

Таким образом, имеет место следующее положение. 
Теорема 6. Если для системы уравнений (5), представленной при условиях (8), (37), существует 

дополнительный первый интеграл вида (33), то для состояния (38) имеются частные интегралы (39). 
Аналогично предыдущему исследуется вопрос о существовании первого дополнительного 

интеграла (16), заданного в виде 

 ,const),( 3434 vF             (40) 

однотипного интегралам видов (27), (33). 
В силу соотношения (17) получаем определяющее равенство 

 ,014
4
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3

24
2
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1   nvnnvn           (41) 

где обозначено, аналогично предыдущему, 
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и положено 

., 2414614245 BBcBAc   

При этом c6 ≠ 0 в силу ранее принятых условий. 
Согласно равенствам (42) в результате получаем условия 

 ,0,0 31242314              (43) 

 ,02424  v               (44) 

при выполнении которых имеют место первые частные интегралы системы уравнений (5) 

 ,const)(,const)( 3434  ttv            (45) 

являющиеся интегралами сдвига и вращения, соответственно. Равенства (45) определяют указан-
ные стационарные движения твердого объекта относительно оси 3-4 координатного тетраэдра. 

Условия (43) и соотношения (44) для интеграла вида (40) однотипны соотношениям, полу-
ченным ранее для интегралов видов (27), (33). При этом смысл определяющих соотношений (43), 
(44) аналогичен истолкованию соответствующих выражений (31), (32), (37), (38), а равенства (45) 
определяют равномерное винтовое движение твердого объекта, происходящее относительно оси 3-
4 координатного тетраэдра в пространстве L3. Это движение слагается из совокупности его незави-
симых равномерных движений: сдвига и вращения объекта относительно координатной оси 3-4 
опорного тетраэдра. 

Таким образом, имеет место следующее результирующее положение. 
Теорема 7. Если для системы уравнений (5), представленной при условиях (8), (43), существует 

дополнительный первый интеграл вида (40), то для состояния (44) имеются частные интегралы (45). 
Следует отметить, что в силу структурной симметрии уравнений системы (5) определяющие 

соотношения, полученные для интегралов вида (27), (33), (40), представленные группами (31), (32), 
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а также (37), (38) и (43), (44), подчиняются правилу циклической перестановки индексов 1, 2, 3 при 
соответствующих величинах. Это же свойство относится и к виду соотношений, содержащихся в 
группах равенств (22), (26) и (39), (45). 

Заключение. Дополнительный (термин, приведенный в работе [2, c. 84]) алгебраический 
первый интеграл динамической системы является одним из основных элементов ее интегрального 
многообразия, позволяющим решать задачи интегрирования системы (в частности, задачи инте-
грирования по Лиувиллю [1, c. 234]). В качестве примера этому можно указать на факт установле-
ния связи между процедурой нахождения дополнительных интегралов и интегрированием гамиль-
тоновой системы уравнений методом Пуанкаре [2, c. 104]. 

В данной работе показано, что для исходной динамической системы, описывающей динамику 
твердого объекта в пространстве Лобачевского, при определенных структурно-динамических усло-
виях существуют алгебраические первые дополнительные (частные) интегралы, соответствующие 
либо винтовому, либо стационарному (перманентному) движению объекта относительно осей ко-
ординатного тетраэдра (типа “сдвиг” − “вращение”). Эти виды движения имеют место в инерцион-
ном режиме его состояния, при котором параметры винта внешних сил тождественно равны нулю. 
При этом в данном исследовании рассмотрены только некоторые случаи существования дополни-

тельных первых интегралов, зависящих от одной или от двух соответственных (по 
44, jjv  ) пере-

менных. Остальные виды зависимостей для типа первых интегралов, которые могут существовать, 
подлежат отдельному рассмотрению. 

Отметим, что полученные дополнительные первые интегралы являются в определенном 
смысле условными, существующими лишь при выполнении определенных заданных условий.  
В частности, стационарные интегралы (22), (26); (39) и (45) имеют место только при выполнении 
дополнительных условий (32), (38), (44), наложенных на переменные, содержащиеся в зависимо-
стях (27), (33), (40), соответственно. 
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Abstract. The conditions for the existence of additional algebraic first integrals of the system of equations of 

motion of an absolutely solid material object in the Lobachevsky three-dimensional space according to E. T. Whittaker 
are given. It is assumed that the screws of the Lobachevsky space, according to the Kotelnikov-Studi rule, are mapped 
to complex vectors of a complex Euclidean space. Each screw corresponds to a certain complex vector with compo-
nents that linearly depend on the Plucker coordinates and on the magnitude of the curvature of the Lobachevsky space. 
The object moves under the influence of specified gyroscopic forces, the structure of which is set by special conditions 
for the selected case. Some partial integrals, depending on one and two phase variables, characterizing the types of 
movements of the object, as well as the corresponding parametric constraints due to the conditions of the existence of 
partial integrals, are obtained explicitly. 

 
Keywords: helical motion, absolute, bivector, screw, non-Euclidean space of constant curvature. 
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Аннотация. В статье описываются результаты исследования практико-ориентированных задач в мето-

дике обучения математике учащихся гуманитарных классов. Представлены примеры практико-ориенти-
рованных задач по основным содержательно-методическим линиям школьного курса математики старшей 
школы. 
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тированное обучение математике. 

 
Введение. Профилизация обучения в старшей школе предполагает сокращение учебного ма-

териала непрофильных предметов, изучаемых с целью завершения базовой общеобразовательной 
подготовки учащихся. Так, в классах гуманитарного профиля дается лишь минимальная математи-
ческая подготовка, что оправдано целями профильного обучения в старшей школе [6]. 

В связи с этим перед учителем математики стоит сложная задача реализовать педагогический 
потенциал математики в развитии личности учащего не только в условиях ограниченного времени, 
но и учитывая психолого-педагогические особенности учащихся гуманитарных классов [6]. 

К последним относятся: низкий уровень мотивации к изучению математики в старшей шко-
ле, низкий уровень математических знаний и недостаточный уровень развития математических 
умений, преобладание чувств и эмоций в восприятии учебного материала и т. д. 

ФГОС. В соответствии со стандартом среднего (полного) общего образования изучение мате-
матики в классах гуманитарного профиля на базовом уровне должно обеспечить: 

– сформированность представлений о социальных, культурных и исторических факторах ста-
новления математики; 

– сформированность основ логического, алгоритмического и математического мышления; 
– сформированность умений применять полученные знания при решении различных задач; 
– сформированность представлений о математике как части общечеловеческой культуры, 

универсальном языке науки, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и явления. 
Предметные результаты изучения предметной области «Математика» включают1: 
– сформированность представлений о математике как части мировой культуры и о месте ма-

тематики в современной цивилизации, о способах описания на математическом языке явлений ре-
ального мира; 

– сформированность представлений о математических понятиях как о важнейших математи-
ческих моделях, позволяющих описывать и изучать разные процессы и явления; понимание воз-
можности аксиоматического построения математических теорий; 

– владение методами доказательств и алгоритмов решения; умение их применять, проводить 
доказательные рассуждения в ходе решения задач; 

– владение стандартными приемами решения рациональных и иррациональных, показатель-
ных, степенных, тригонометрических уравнений и неравенств, их систем; использование готовых 
компьютерных программ, в том числе для поиска пути решения и иллюстрации решения уравне-
ний и неравенств; 

                                                                 
© Кислякова М. А., Захарова Е., 2022 
1 В редакции Приказа Минобрнауки России от 29.06.2017 № 613. 
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– сформированность представлений об основных понятиях, идеях и методах математического 
анализа; 

– владение основными понятиями о плоских и пространственных геометрических фигурах, их 
основных свойствах; сформированность умения распознавать на чертежах, моделях и в реальном 
мире геометрические фигуры; применение изученных свойств геометрических фигур и формул для 
решения геометрических задач и задач с практическим содержанием; 

– сформированность представлений о процессах и явлениях, имеющих вероятностный харак-
тер, о статистических закономерностях в реальном мире, об основных понятиях элементарной тео-
рии вероятностей; умений находить и оценивать вероятности наступления событий в простейших 
практических ситуациях и основные характеристики случайных величин; 

– владение навыками использования готовых компьютерных программ при решении задач [9]. 
При выборе педагогического подхода, обеспечивающего достижение указанных целей, особое 

значение приобретает практико-ориентированное обучение математике [2]. 
Теория практико-ориентированного обучения. Одной из наиболее детально проработан-

ных концепций практико-ориентированного обучения математике в школе является концепция, 
разработанная М. В. Егуповой. Она так определяет смысл практико-ориентированного обучения 
математике в школе: это обучение, способствующее формированию умений учащихся математизи-
ровать информацию об окружающем мире и получать на основе этого новую информацию. Это 
умение является одной из характеристик самостоятельно мыслящего, интеллектуально развитого 
человека [2, c. 55]. 

Основную характеристику практико-ориентированного обучения математике в школе М. В. Егу-
пова формулирует так: «обучение практическим приложениям математике в школе направлено на 
формирование у учащихся представлений о математике как о методе познания действительности, 
позволяющем описывать и изучать реальные объекты, а также на развитие умений применять изу-
ченные математические понятия, результаты, методы для исследования простейших объектов 
действительности, решения задач практического характера» [2]. 

Одним из средств реализации практико-ориентированного обучения является решение прак-
тико-ориентированных задач. 

Практико-ориентированные задачи – это задачи из окружающей действительности, которые 
тесно связаны с формированием практических навыков, необходимых в повседневной жизни [10]. 

Целью применения этих задач в методике обучения математике является формирование 
умений учащихся математически описывать гуманитарные объекты. Практико-ориентированные 
задачи способствуют обучению учащихся анализу гуманитарного объекта, выделять те характери-
стики объекта, которые подлежат математическому описанию, выбору математического метода, 
интерпретации результатов. А также развитию математико-мировоззренческих ориентиров уча-
щихся гуманитарных классов. 

Прежде всего, практико-ориентированная задача – это текстовая задача, носящая не только 
дидактический характер, но и достоверность описываемой ситуации, и доступность ее математиче-
ского разрешения средствами школьного курса математики [4; 5]. 

Практико-ориентированные задачи выступают как основа мотивации изучения математики в 
школе [1; 10]. 

Система практико-ориентированных задач повышает уровень осознанности в восприятии 
гуманитарных объектов и возможности их математического описания. 

А. Д. Нахман считает, что следует разделять имеющиеся в литературе понятия: задачи прак-
тического содержания, задачи прикладного содержания, задачи практико-ориентированные, зада-
чи профессионально-ориентированные, задачи квазипрофессиональные [7]. 

С его точки зрения, понятие практико-ориентированной задачи – понятие достаточно общее, 
не предполагающее конкретной практической или прикладной ситуации, а относящееся к целому 
классу таких ситуаций [7].  

В литературе представлено большое разнообразие практико-ориентированных математиче-
ских задач. По сюжету можно выделить два типа: 

– традиционные сюжетно-текстовые математические задачи (на движение, на работу, на про-
центы, на смеси и сплавы); 

– социально-экономические текстовые задачи (на кредиты и вклады, на оптимальный выбор). 
По методу исследования математической модели, построенной по условию задачи, можно 

выделить арифметические, алгебраические, функциональные, геометрические, логические, графо-
вые, табличные, комбинаторные, вероятностные, статистические, игровые и другие методы. 

По сложности можно выделить два типа: стандартные, алгоритм решения которых известен, 
или нестандартные. 
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Также можно выделить исследовательские и проектные практико-ориентированные задачи. 
Критерии отбора практико-ориентированных задач. Для реализации педагогического потенци-

ала математических дисциплин и требований ФГОС предложим следующие критерии отбора практико-
ориентированных задач в методике обучения математике в классах гуманитарного профиля [8; 10]. 

Мотивационный критерий. Задача должна способствовать повышению уровня мотивации к 
изучению математики. 

Критерий доступности. Решения задачи должны быть доступны учащимся гуманитарных 
классов и включать только те умения, которые сформированы на достаточном уровне. 

Критерий практической направленности. Задача должна способствовать формированию 
практических навыков учащихся. 

Критерий универсальности. При решении практико-ориентированных задач используется 
обобщенный алгоритм решения математических задач. 

Этап 1. Анализ текста задачи. На первом этапе необходимо понять, о каком гуманитарном 
объекте идет речь, выделить все его существенные и несущественные свойства. 

Этап 2. Исследование возможностей. На втором этапе учащиеся оценивают возможности ма-
тематического описания свойств гуманитарного объекта и введения обозначений. 

Этап 3. Составление математической модели гуманитарного объекта. На данном этапе уста-
навливают соответствие между содержательной и математической моделью объекта в зависимо-
сти от условий и требований задачи. В некоторых ситуациях подбирают подходящую для данной 
ситуации математическую модель из уже известных. 

Этап 4. Выбор метода исследования математической модели и составление математической 
задачи. 

Этап 5. Составление и осуществление плана решения математической задачи. Осуществление 
поиска решения математической задачи с использованием учебной и научной математической ли-
тературы, с привлечением средств информационных технологий. 

Этап 6. Проверка и оценка решения математической задачи. 
Этап 7. Получение данных о гуманитарном объекте на основе полученного математического 

результата. Анализируют использованные математические методы и математическую модель с 
точки зрения их рациональности для исследования гуманитарного объекта. 

Критерий соответствия. Задача должна соответствовать той математической теории, ко-
торую учащиеся изучают в рамках школьного курса математики. 

Анализ школьной учебно-методической литературы показал, что практико-ориентирован-
ных задач недостаточно для учащихся гуманитарных классов. 

Приведем несколько примеров практико-ориентированных по основным содержательно-
методическим линиям, реализующих педагогический потенциал математических дисциплин в обу-
чении учащихся гуманитарных классов [3; 6]. 

Задача № 1. В экспериментальной группе 100 человек. Вы проводите опрос на предмет увле-
чений и хобби. Получены следующие результаты: 35 человек изучают иностранные языки, 42 чело-
века посещают бассейн, 43 человека увлекаются рисованием, 17 человек изучают иностранный 
язык и посещают бассейн, 15 человек увлекаются рисованием и посещают бассейн, 13 человек изу-
чают иностранный язык и увлекаются рисованием. Верно ли, что все люди имеют хобби? 

Методический комментарий: задача наглядно демонстрирует математическое описание си-
туации с использованием аппарата теории множеств и позволяет выявить ошибку в рассуждениях. 

Задача № 2. В школе кто-то разбил окно. По подозрению в хулиганстве задержали трех уче-
ников: Иванова, Петрова и Сидорова. Один из них был отличником, другой был музыкантом, тре-
тий – известным хулиганом. В процессе следствия отличник говорил правду, хулиган лгал, а третий 
ученик в одном случае говорил правду, в другом – ложь. Вот что они утверждали: 

Иванов: «Я совершил это. Петров не виноват». 
Петров: «Иванов не виноват. Преступление совершил Сидоров». 
Сидоров: «Я не виноват, виновен Иванов». 
Определите имя каждого из учеников, и кто из них виноват, если известно, что окно разбил 

кто-то один. 
Методический комментарий: задача наглядно демонстрирует математическое описание си-

туации с использованием аппарата математической логики и позволяет дать верный ответ. 
Задача № 3. В большой школе необходимо организовать транспортировку детей на мероприя-

тие. Для транспортировки дети разбиваются на группы и по две группы садятся в один автобус. Тех же 
самых детей можно распределить другим способом, так что в каждой группе будет на пять детей мень-
ше, чем раньше, но тогда в каждом автобусе поместится три группы, а автобусов при этом потребуется 
на два меньше. Какое наибольшее количество детей можно рассадить указанными способами? 
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Методический комментарий: задачи такого типа формируют у учащихся важное умение мо-
делировать ситуацию с применением функционального метода и исследовать функцию элементар-
ными методами. 

Задача № 4. Начальный капитал небольшой танцевальной студии составляет 150 тыс. руб-
лей. Ежегодно капитал увеличивается на 25 %. Найдите минимальное количество лет, после кото-
рых капитал студии превысит 450 тыс. рублей. 

Методический комментарий: задачи такого типа формируют у учащихся важное умение мо-
делировать ситуацию с применением степенной функции. 

Задача № 5. Вы являетесь владельцем двух фирм в разных городах (например, Вы владеете 
рекламными агентствами). Фирмы выполняют одинаковый набор услуг, однако в фирме, располо-
женной во втором городе, используется более совершенное оборудование для печати. 

В результате, если сотрудники первой фирмы трудятся суммарно 4t3 часов в неделю, то за эту 
неделю они выполняют t заказов, если сотрудники второй фирмы трудятся суммарно t3 часов в не-
делю, они так же выполняют t заказов. 

За каждый час работы Вы платите сотруднику 1000 руб. Необходимо, чтобы за неделю сум-
марно выполнялось 20 заказов. Какую наименьшую сумму в неделю придется Вам тратить на опла-
ту труда сотрудников? 

Методический комментарий: задачи такого типа формируют у учащихся важное умение мо-
делировать ситуацию с применением производной функции. 

Задача № 6. Группа из 15 детей ежедневно строится на прогулку по трое. Можно ли органи-
зовать прогулки так, чтобы в течение недели ни одна пара детей не была дважды в одной тройке? 

Методический комментарий: задачи такого типа формируют у учащихся важное умение мо-
делировать ситуацию с применением аппарата комбинаторики. 

Задача № 7. Среди избирателей младше 40 лет 70 % поддерживают кандидата Иванова В. П., 
а среди людей старше 40 лет, кандидата поддерживают – 60 %. Используя данные переписи, со-
гласно которым доля избирателей младше 40 лет составляет 55 %, оценить вероятность победы на 
выборах Иванова В. П. 

Задача № 8. Всем людям с подозрением на инфекцию делают анализ крови. Если анализ вы-
являет инфекцию, то результат анализа называется положительным. У больных пациентов анализ 
дает положительный результат с вероятностью 0,9. Если человек не болен, то анализ может дать 
ложный положительный результат с вероятностью 0,01. Известно, что 5 % людей, поступающих с 
подозрением на инфекцию, действительно больны. Найдите вероятность того, что результат ана-
лиза у пациента, поступившего в клинику с подозрением на инфекцию, будет положительным. 

Методический комментарий: задачи такого типа формируют у учащихся важное умение мо-
делировать ситуацию с применением теории вероятностей. 

Таким образом, в каждой теме школьного курса математики, пусть и весьма сокращенного, 
можно найти практико-ориентированные задачи, которые удовлетворяют заявленным критериям 
и реализуют педагогический потенциал математики [6]. 
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Аннотация. В статье обосновывается актуальность проблемы разработки методических рекомендаций 

для учителей математики и информатики по профильному обучению дискретной математике в школе. С этой 
целью анализируется роль дискретной математики в сфере компьютерных наук. Характеризуются основы 
дискретной математики и их элементы в учебной и популярной литературе по математике и информатике 
для школы. 

Излагаются особенности методики отражения основ дискретной математики в разработке методиче-
ских рекомендаций, в чем фундаментально значение задачного подхода. При этом перечисляются наиболее 
важные виды задач. Особое внимание уделяется методике задачного подхода в изучении языка доминирую-
щих в дискретной математике алгебраических и логических структур. 

 
Ключевые слова: школа, обучение математике и информатике, роль дискретной математики, основы 

дискретной математики, методика профильного обучения. 

 
1. Об актуальности разработки методических рекомендаций. Как известно, в прошлом 

веке произошло превращение дискретной математики (ДМ), синонимом которой является назва-
ние конечная, в составную часть магистрального направления современной математики. Не слу-
чайно один из основоположников информатики В. М. Глушков указывал, что математика в начале 
XXI в. «будет в большей мере математика дискретных, а не непрерывных величин», а «расширение 
области математизации знания ... потребует и будет опираться на развитие новых разделов мате-
матики, прежде всего – новых разделов дискретной математики» [11, c. 122]. Причиной продолжа-
ющегося интенсивного развития идей и методов дискретной (конечной) математики является то, 
что «по существу все связи между математикой и ее реальными применениями полностью умеща-
ются в области конечного... Мы предпочитаем непрерывную модель лишь потому, что она проще» 
[18, c. 15]. Именно поэтому в отсутствие компьютеров математические модели были в основном 
непрерывными, а не дискретными. Анализируя дискретные (логико-алгоритмические) начала дея-
тельности цифрового мира и общества, В. И. Игошин имел все основания заключить: «Знаменами» 
цифровой эры XXI века являются: дискретность ⇒ алгоритмизм ⇒ конструктивизм» [14, с. 307]. По 
его мнению, обосновываемому в процитированной статье, именно дискретная математика являет-
ся основой компетенций цифровой эры. На актуальность в цифровую эпоху изучения основ дис-
кретной математики в школах и вузах указывалось на 13-м Всемирном конгрессе по математиче-
скому образованию (ICME-13), проходившем в Гамбурге (Германия) в июле 2016 г. 

Как следует из изложенного, обучение ДМ имеет особенно важное значение в обучении мате-
матике и информатике в школе и вузе, лежащих в основе отражения в образовании дискретных 
начал деятельности цифрового мира. Этому обучению препятствует чрезмерное увлечение инфор-
мационными технологиями (ИТ) в подготовке учащихся, что особенно проявилось в период панде-
мии Covid-19. Наблюдается не имеющий должной научной базы процесс ускоренного внедрения в об-
разование некоторых ИТ, разработанных подчас далекими от математики и программирования 
специалистами, гарантирующими быстрый эффект и получающих лавры новаторов без серьезных 
педагогических исследований. В результате появляется много бесполезной, искаженной и даже лож-
ной информации в содержании обучения (так называемые «информационные шумы»). 

Стоит напомнить, что выдающийся ученый в области информатики А. П. Ершов подчеркивал 
базовую роль дискретной математики в доведении системы «законов обработки информации до той 
же степени стройности и заразительности, какой сейчас обладает курс математического анализа, чи-
таемый в лучших университетах» [13, с. 294]. Как образно выразился Р. Гласс, «рекламный звон во-
круг инструментов и методов – это чума индустрии программного обеспечения…» [10, c. 23]. Поэтому 
ДМ имеет фундаментальное значение в корректной разработке и внедрении современных информа-
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ционных технологий, какими являются искусственный интеллект, большие данные (Big Data), вирту-
альная и дополненная реальность и другое, коренным образом меняющие мир профессий. 

Как показывает анализ учебной литературы по математике и информатике для школы, неко-
торые элементы ДМ уже нашли свое отражение в содержании этих учебников, в частности – эле-
менты комбинаторики и алгебры логики. Но необходимо не разрозненное, а системное внедрение 
элементов ДМ в профильное обучение математике и информатике в школе в условиях большого 
расширения сферы информатики и, как следствие, формирования компьютерных наук (КН). В связи 
с этим является актуальной проблема разработки методических рекомендаций для учителей ма-
тематики, информатики по профильному обучению дискретной математике в школе. Ее решение 
особенно важно в обучении элементам ДМ учащихся классов с углубленным изучением математики 
и информатики с целью подготовки к последующему профессиональному образованию в сфере КН. 

В разработке этих методических рекомендаций важную роль может играть привлечение ав-
торов посредством соответствующих грантов РГНФ и других открытых конкурсов разного уровня 
по специальным темам в области фундаментальных проблем образования, в том числе – в сфере 
разработки методической и учебной литературы. 

2. Об элементах ДМ в учебной и популярной литературе для школы. О возможности ре-
шения назревшей проблемы разработки методических рекомендаций свидетельствует то, что в 
настоящее время некоторые важные понятия ДМ внедрены в содержание учебников по информа-
тике в школе. Например, важные понятия алгебры логики и элементов теории алгоритмов изложе-
ны в учебниках [15; 16]. Кроме того, многие из них изложены в многочисленной популярной лите-
ратуре и в литературе для математического просвещения, обзор которой сделан в [25]. Среди них – 
понятия графа, алгебры логики, булевой функции, математической модели, математического языка 
и некоторые другие понятия. В противовес этому в учебниках по математике прослеживается тра-
диционный «функциональный» подход, в рамках которого недостаточное внимание уделяется 
внедрению элементов дискретной математики, особенно важных в овладении основами научных 
методов познания окружающего мира, что является важной личностной характеристикой выпуск-
ника, предусмотренной в ФГОС (полного) общего образования (10–11 кл.), именуемым далее Стан-
дартом. Отметим, что попытки их внедрения в профильное обучение математике уже неоднократ-
но предпринимались и ранее. В частности, элементы математической логики были изложены в 
учебнике [1], элементы комбинаторики – в учебниках [2; 3]. 

Все это лишь подтверждает разрозненное, не системно осуществляемое профильное обуче-
ние в школе базовым понятиям и методам ДМ, имеющих в современном цифровом мире и обществе 
общеобразовательное значение. Тем не менее многие изложения многих этих понятий дискретной 
математики можно обнаружить в содержании литературы для внеклассного чтения по математике, 
другой популярной литературе по математике для школьников и литературе в области математи-
ческого просвещения. Достаточно полный обзор элементов ДМ в этой литературе для школьников 
осуществлен в монографии [25] (см. также литературу из учебника [23]). 

Проведенный в [25] обзор литературы по дискретной математике показывает, что уже доста-
точно полно разработаны основы методики изучения в школе базовых понятий из таких разделов 
ДМ, какими являются элементы абстрактной алгебры, математической логики, комбинаторики и 
некоторых понятий из теории алгоритмов. Однако анализ указанной литературы показывает, что 
не разработана методика изучения элементов алгоритмики и теории формальных языков. 

Отметим, что алгоритмика (algorithmics) – научная дисциплина, занимающаяся изучением 
правильности, сложности и эффективности алгоритмов. Алгоритмика также известна и под другим 
названием «Анализ алгоритмов». 

3. О роли дискретной математики в компьютерных науках. В решении указанной про-
блемы разработки методических указаний фундаментальное значение имеет анализ роли ДМ в ис-
следованиях компьютерных наук, важный в отражении основ дискретной математики в профиль-
ном обучении математике и информатике в школе. 

Действительно, в условиях существования уже более 15 тысяч наук [6] стала весьма обшир-
ной сфера не только математики, но и информатики. За пределами сферы информатики «остаются 
области, охваченные компьютеризацией. Например, область инженерного дела» [31]. В связи с этим 
отметим, что не случайно в работе [33] прослеживается формирование трех значений термина 
«информатика». По этой причине в цифровую эру наряду с термином «Информатика» постепенно 
входит в обиход термин «Компьютерные науки (computer science)», давно использующийся в ан-
глоязычных странах. Более того, в [22] обосновывается, что переход от названия «Информатика» к 
названию «Компьютерные науки» – веление времени. При этом существует мнение, что в эпоху 
компьютерной революции «все науки можно разделить на компьютерные и некомпьютерные 
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(noncomputer science)» [29, c. 120]. В науковедении при разработке классификаций наук был даже 
введен термин «Информационно-компьютерные науки». При этом «под информационно-компью-
терными науками понимались как технические (компьютерные), так и социогуманитарные дисци-
плины, связанные с информационной деятельностью» [4, с. 4]. 

Таким образом, такие изменения в терминологии закономерны, поскольку в условиях лави-
нообразного роста научной информации возникают существенно различающиеся трактовки пред-
метного поля информатики, чем и вызвано возникновение сферы компьютерных наук, связанных с 
использованием уникальных возможностей современного компьютера. Поэтому вопросы препода-
вания математики и КН в высшей школе обсуждались на конференциях, посвященных проблемам 
развития высшего образования в сфере математики и информатики на современном этапе [19; 21]. 

Формирование компьютерных наук, лежащих в основе использования уникальных возмож-
ностей современного компьютера, вызвано тем, что ключевую роль в начавшей научной револю-
ции играет математика и феномен компьютера и поэтому эту революцию называют цифровой. Лю-
бопытное сравнение роли математики и компьютера привел В. А. Садовничий: «Если за 20 лет  
(с 1992 по 2012) скорость компьютеров увеличилась примерно в 8 тысяч раз, то за счет развития 
математических методов скорость расчетов увеличилась более чем в 400 тысяч раз… Но самое луч-
шее, конечно, это соединение прогресса математики и компьютеров» [30, с. 9]. Главную роль в этом 
на рубеже тысячелетий играют идеи и методы современной ДМ как основы использования уни-
кальных возможностей компьютера. 

В цифровую эру не зависящие от конъюнктуры и времени универсальные идеи и методы ДМ 
и формируемые в результате их изучения умения и навыки позволяют использовать уникальные 
возможности компьютера практически в любой профессиональной деятельности. Об этом свиде-
тельствует и проведенный в [25] анализ функций ДМ в компьютерных технологиях и системах 
компьютерной математики, являющихся компьютерной основой исследований КН. Поэтому за 
рубежом у специалистов в сфере компьютерных наук вошло в обиход крылатое выражение «Дис-
кретная математика рулит!». 

4. О методике отражения основ ДМ в разработке методических рекомендаций. Как сле-
дует из проведенного в [25] анализа роли дискретной математики в компьютерных технологиях, 
системах компьютерной математики, а также учебной литературы по ДМ, в профильном обучении 
дискретной математике в школе велико значение основ дискретной математики, которые образу-
ют дисциплины абстрактная алгебра, математическая логика, комбинаторика, теория графов, 
алгоритмов, автоматов и формальных языков. Поэтому не случайно базовые понятия и методы ДМ 
(за исключением комбинаторики) включены в учебное пособие «Фундаментальные основы дис-
кретной математики» [12]. Несмотря на различные подходы в обучении дискретной математике в 
вузах и порожденное ими разнообразие содержания учебной литературы по ДМ [25], перечислен-
ные дисциплины действительно в совокупности образуют основы дискретной математики. 

Важно отметить, что абстрактная алгебра и математическая логика играют лидирующую роль 
в основах ДМ. Действительно, благодаря синтезу идей математической логики и абстрактной ал-
гебры в первой половине прошлого века были заложены основы теории математических моделей и 
алгоритмов, что ознаменовало начало эпохи всеобщей компьютеризации. Поэтому закономерно, 
что абстрактная алгебра и математическая логика позднее легли в основу замечательной идеи  
В. М. Глушкова «представления облика вычислительной системы в виде системы алгебрологических 
выражений, над которыми можно выполнять ряд преобразований, а также в виде сети алгоритмиче-
ских модулей» [17, с. 1]. В результате ДМ стала инструментарием «для представления и обработки 
информации в компьютерах, а также алгебрологических методов решения задач» [там же, c. 2]. 

Понятия и методы абстрактной алгебры, математической логики и других перечисленных 
дисциплин из основ дискретной математики буквально пронизывают исследования компьютерных 
наук. Поэтому эти понятия и методы из основ ДМ имеют важное значение в достижении метапред-
метных результатов подготовки в школе по математике и информатике в соответствии с требова-
нием Стандарта. 

Основы ДМ имеют фундаментальное значение в предусмотренном Стандарте овладения си-
стемой базовых знаний, отражающих вклад математики, информатики в формирование современ-
ной научной картины мира, важной в профессиональной ориентации обучающихся. Они имеют 
фундаментальное значение в реализации междисциплинарных связей математики и информатики 
и других естественно-научных предметов, изучаемых в школе (физики, химии). 

В реализации этих связей особенно важен принцип единства в обучении элементам дискрет-
ной и непрерывной математики. Это предполагает пропедевтику формирования у школьников 
первоначальных умений гармоничного сочетания в решении задач дискретных и непрерывных мо-
делей. В основе пропедевтики формирования у школьников таких умений лежат базовые понятия 



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 1 (24), 2022                                    

 

  41 

изучаемого в школе курса алгебры и математического анализа и базовые понятия из основ ДМ, 
ставшие общеобразовательными понятиями в современном цифровом мире и обществе. 

Как обосновано в [25], особенно важными базовыми понятиями из основ ДМ являются поня-
тия языка доминирующих в дискретной математике алгебраических, порядковых структур и ком-
бинаторных, логических и алгоритмических схем как универсальных междисциплинарных мето-
дов, средств научного познания. Этот язык имеет фундаментальное значение умений систематиза-
ции того, что известно по интересующей проблеме, ее структуризации, представлении имеющихся 
знаний в виде, удобном для последующего анализа с использованием компьютера. 

Как выявлено в [26], базовые понятия этого языка имеют фундаментальное значение в фор-
мировании структуры интеллектуальных операций в мышлении, лежащих в основе развития логи-
ческого, алгоритмического и математического мышления учащихся. Поэтому они лежат в основе 
корректного обучения моделированию объектов и явлений с использованием компьютера, исклю-
чающем возникновение ошибок пропущенной логики рассуждений и ошибок в использовании про-
граммного, компьютерного и аппаратного обеспечения моделирования. 

Как следует из [25], в отборе содержания профильного обучения ДМ в школе главным ориен-
тиром являются следующие базовые понятия языка доминирующих в дискретной математике 
структур и схем: 

– множество и подмножество, операции с множествами; 
– отображения множеств и их основные виды; 
– бинарное отношение, основные свойства бинарных отношений; 
– алгебраическая операция и алгебра; 
– группа, кольцо, поле, решетка; 
– математическая модель как множество с заданными на нем операциями и отношениями, 

изоморфизм (равенство) моделей; 
– простое и сложное высказывание, операции над высказываниями; 
– логическое тождество, основные тождества алгебры логики; 
– предикат и квантор; 
– перестановка, сочетание, размещение, бином Ньютона; 
– простой, неориентированный, ориентированный, эйлеров, гамильтонов, связный граф и дерево; 
– алгоритм с конечным и бесконечным числом действий исполнителя; 
– полиномиальный, экспоненциальный и эффективный алгоритмы; 
– математический язык; 
– понятие алгоритмической разрешимости на выбранном математическом языке. 
В цифровом мире и обществе многие из понятий из этого списка приобрели уже статус обще-

образовательных понятий математики и информатики, важных в овладении математической тер-
минологией компьютерных наук, особенно искусственного интеллекта, радикальным образом ме-
няющего мир профессий. Поэтому они имеют фундаментальное значение в отборе инвариантного 
содержания обучения ДМ в зависимости от профиля обучения, что важно учесть в решении постав-
ленной проблемы разработки методических рекомендаций. 

Отметим, что методика изучения этих понятий (за исключением предиката и квантора) из-
ложена в учебных пособиях [23; 24]. Основным в методике их изучения является задачный подход с 
использованием занимательных задач, задач с сюжетным текстом и нестандартных задач, что так-
же играет важную роль в решении поставленной проблемы. 

5. О реализации задачного подхода в разработке методических рекомендаций. Задачный 
подход имеет фундаментальное значение в формировании навыков математической познаватель-
ной, учебно-исследовательской и проектной деятельности школьников, что является еще одной 
основной целью Стандарта. 

Для развития навыков этих видов деятельности в методических рекомендациях по внедре-
нию элементов ДМ должна быть предусмотрена соответствующая структура задач. В учебном посо-
бии для профильного обучения ДМ в школе [23] включены, в частности, задачи следующих видов. 

1) Задачи с неверно составленным условием. 
2) Задачи с ненайденным решением. 
3) Задачи, для которых не существует алгоритм решения. 
4) Задачи с бесконечным числом действий алгоритма. 
5) Задачи с конечным числом действий алгоритма. 
6) Задачи на составление эффективного алгоритма. 
В обучении постановке и решению этих задач видов 1–6 в старших классах наряду со знания-

ми из ДМ используются знания, полученные ими в математике, информатике, физике и в других 
естественнонаучных предметах. 
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7) Задачи на изучение доступных для восприятия понятий языка алгебраических и логических 
структур. 

Как уже было отмечено ранее, язык абстрактной алгебры и математической логики играет 
лидирующую роль в основах ДМ. Вследствие этого доступные для восприятия школьников и 
наглядные понятия языка этих научных дисциплин занимают особенно важное место в реализации 
задачного подхода в профильном обучении ДМ. Поэтому в структуре задач и предусмотрены задачи 
из п. 8. Благодаря обучению решениям этих задач можно уйти от изучения довлеющих рекоменда-
ций «работать с установившимся инструктивным материалом» [20, c. 13]. Например, довлеют реко-
мендации с установившимся инструктивным материалом по выполнению привычных операций на 
множестве действительных чисел и «инструкции» по тождественному преобразованию алгебраи-
ческих выражений из школьного курса алгебры. 

8) Исследовательские задачи, решаемые на основе наглядных понятий из элементов теории 
графов, решеток и групп симметрий графов и решеток. 

Обучение решению задач из п. 8 имеет важное значение во внеурочной познавательной деятель-
ности учащихся, особенно учащихся классов с углубленным изучением математики и информатики. Эти 
задачи играют важную роль в подготовке будущих математиков и специалистов в области КН. 

Охарактеризуем основные особенности методики задачного подхода в обучении решению за-
дач видов 7–8 на конкретных характерных примерах задач, приводимых далее в пп. 6–8. 

6. Решение задач в пятиэлементном поле. Начинать обучение решению задач из п. 7 на до-
ступные для восприятия школьников понятия языка алгебраических структур целесообразно с ре-
шения задач в пятиэлементном поле, что и сделано в учебном пособии [23]. Причиной этому явля-
ется то, что пятиэлементное поле можно назвать «новой арифметикой». Как будет показано, это 
название оправданно потому, что законы этого поля почти не отличаются от законов арифметики и 
более того – от законов обычной алгебры, изучаемой в школе. 

Подготовка к решению задач этой «новой арифметики» начинается с рассмотрения вращений 
правильного пятиугольника вокруг центра против часовой стрелки, являющихся совмещениями 
его вершин. Будем считать совпадающими всякие два вращения, отличающиеся друг от друга на 

число, кратное 
0360 . Поэтому будем иметь всего пять вращений, отличающихся друг от друга по-

ложением вершин пятиугольника. Это повороты 
00 , 

072 , 
0144 , 

0216  и 
0288 .  

Последовательное выполнение двух поворотов кратко названо сложением поворотов. Для 
дальнейшего изучения операций в пятиэлементном поле вводятся более удобные обозначения 

00 0 , 
072 1 , 

0144 2 , 
0216 3 , 

0288 4 . Знак угла над цифрой позволяет отличать поворо-

ты от чисел 0 , 1 , 2 , 3  и 4 . Тогда например, равенство 
000 21614472   перепишется кратко в 

привычном виде 1  2  3 .  
Операция последовательного выполнения двух поворотов или кратко – сложения поворотов 

из множества A  {0 , 1 , 2 , 3 , 4}  записывается очевидным образом в виде таблицы 1. 

Умножение элементов множества A  выполняется в соответствии с таблицей 2. 
Используя эти таблицы, учащимся легко объяснить составление таблиц для операций вычи-

тания и деления как операций, обратных для введенных операций сложения и умножения (как это 
делается в школе для аналогичных операций с числами). 

 
 Таблица 1                   Таблица 2 

+ 0̂  1̂  2̂  3̂  4̂    ⨉ 0̂  1̂  2̂  3̂  4̂  

0̂  0̂  1̂  2̂  3̂  4̂    0̂   0̂   0̂   0̂   0̂   0̂  

1̂   1̂   2̂  3̂  4̂  0̂    1̂  0̂   1̂  2̂  3̂  4̂  

2̂   2̂   3̂  4̂  0̂  1̂    2̂  0̂   2̂  4̂  1̂  3̂  

3̂   3̂   4̂  0̂  1̂  2̂    3̂  0̂   3̂  1̂  4̂  2̂  

4̂   4̂   0̂  1̂  2̂  3̂    4̂  0̂   4̂  3̂  2̂  1̂  
   

Заметим, что аналогичным образом можно было бы определить и n -элементное поле для 

любого простого натурального числа n . Например, в соответствии с принципом наглядности 
определение семиэлементного поля начать с рассмотрения аналогичных вращений правильного 
восьмиугольника, являющихся совмещениями его вершин. При этом для обучения учащихся со-
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ставлению и запоминанию таблиц Кэли сложения и умножения элементов этого поля целесообраз-
но далее определять его как кольцо классов вычетов по модулю 7. 

Как доказывается в процессе решения в «новой арифметике» аналогов простых задач из 
школьной алгебры, такое название этого пятиэлементного поля полностью оправдано тем, что для 
новых операций сложения, вычитания, умножения и деления в этом поле справедливы все законы 
школьной арифметики. Более того, оказывается, что справедливы и формулы сокращенного умно-
жения и свойства степеней. Особенно удивляет школьников то, что в этой арифметике нет отрица-
тельных чисел и дробей, вызывающих у них большие затруднения в действиях с ними. Поэтому 
«новую арифметику» выучить гораздо легче, чем школьную арифметику. 

Приведем наиболее характерные примеры задач этой «арифметики» разного уровня сложности. 
1) Вычислить: 

а) 4̂3̂ ;   б) 4̂3̂ ;  в) 
4̂
3̂

;   г) )4̂2̂(
4̂
3̂

 . 

2) Решить уравнения: 

а) 2̂4̂3̂ x ;     б) 2̂
4̂
3̂


x
;    в) 1̂

3̂2̂


xx
; 

г) 0̂4̂2 22  xx , где 2x x x  ;   д) 0̂2̂2  xx ;   е) 0̂)1̂4̂)(4̂( 2  xxx ; 

ж) xx 4̂6  . 

Задачи на доказательство тождеств для элементов «новой арифметики» из множества A   

{0 , 1 , 2 , 3 , 4} : 

3) Доказать, что для любого элемента a 0̂  существует такой элемент 
1a , что 1̂11   aaaa . 

При этом элемент 
1a  обозначается также 

1
a

, элемент 
1ab  – далее через 

a
b

. 

4) Доказать, что из ba   при любом с 0̂  следует ac bc  и 
c
b

c
a
 . 

5) Доказать формулы сокращенного умножения: 

а) 
222 2)( bababa   (где 2a a a  );    б)

222 2)( bababa  ; 

в) ))((22 bababa  ;      г) ))(( 2233 babababa  ; 

д) ))(( 2233 babababa  . 

6) Доказать свойства степеней: 

а) 
mnmn aaa  ;  б) 

mnnm aa )( ;    в) 
nnn abba )( ;   г


) 

mn
m

n

a
a
a  ; 

д) 
n

nn

b
a

b
a









 ( Nmn , );     е) 

4 1̂a   при 0̂a  . 

7) Упростить выражения: 

а) b
ba
baba




 22 2
;    б) a

aa
a 2̂

4̂3̂
)2̂(2̂

2

3





;    в) b

b
a









2

2

4

. 

8) Составить алгоритм решения уравнений «новой арифметики», являющихся аналогами 
уравнений из курса школьной алгебры: 

а) bxa   с параметрами a  и b ; 

б) 0̂2  qpxx  с параметрами p  и q . 

Указание. Доказать формулу qppx  24̂2̂ нахождения корней этого уравнения. 

Здесь целесообразно напомнить о задачах вида 3, для которых не существует алгоритм ре-
шения. При этом сообщить, что не существует алгоритма нахождения корней произвольного много-
члена степени выше 4 на множестве действительных чисел. В то же время, как следует из тожде-

ства 
4 1̂a   при 0̂a  , для многочленов в пятиэлементном поле такой алгоритм существует. 
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7. Задачи на понятия алгебры логики. Начинать обучение решению задач из п. 7 на доступ-
ные для восприятия школьников понятия языка логических структур целесообразно с решения за-
дач алгебры логики. Как показывает проведенный в [25] анализ учебной и популярной литературы, 
методика обучения решению задач алгебры логики и их основные виды уже достаточно полно из-
ложена в этой литературе. В то же время в этой литературе отсутствуют задачи на ряд способов до-
казательства логических тождеств, являющихся аналогами способов доказательств тождеств 
школьной алгебры, а также задачи на решение логических уравнений. 

В [23] изложены следующие способы доказательства тождеств алгебры логики: 
1) составление таблицы истинности высказываний для левой и правой части тождества; 
2) тождественное преобразование левой или правой части, или обеих частей логического ра-

венства одновременно на основе тождеств из предыдущего параграфа; 
3) способ подстановки; 
4) прибавление к обеим частям логического равенства одного и того же выражения; 
5) умножение обеих частей логического равенства на одно и то же выражение, не являющееся 

тождественно ложным; 

6) взятие логического следования )( AС  )( BC  или  

)( CA  )( CB  от обеих частей логического равенства A  B ; 

7) взятие отрицания ( A  B ); 
8) способ почленного сложения или умножения логических равенств. 
В учебном пособии [23] приведено немало примеров доказательства тождеств первым спосо-

бом, и в нем приведены упражнения на обучение другим перечисленным способам доказательств. 
При этом для обеспечения доступности обучения перед объяснением каждого способа из пп. 2–5 
приводятся упражнения на аналогичный способ доказательства тождества из школьной алгебры. 

Приведем два примера задач из [23] на решение логических уравнений, являющихся анало-
гами уравнений из курса школьной алгебры: 

а) Решить уравнение A • X  B , где A ,B ∈{И ,Л }; 

б) 
2AX BX C Л   , где A ,B ,C ∈{И ,Л }. 

Примечание. Знаки + и • являются более привычными для школьников обозначениями опе-
раций дизъюнкции и конъюнкции. 

8. Исследовательские задачи (вида 8) на графы, решетки и группы симметрий. Важную 
роль в формировании навыков математической познавательной, учебно-исследовательской и про-
ектной деятельности на основе ДМ в соответствии с требованиями Стандарта играет обучение ре-
шению исследовательских задач на наглядные понятия ДМ, например, классического графа и ре-
шетки, группы симметрий (автоморфизмов) графа и решетки. При этом отметим, что в отличие от 
графа, наглядное понятие решетки очень редко изучалось на факультативных курсах в школе. Для 
изучения этого понятия школьниками можно рекомендовать популярные книги [7; 32]. 

Как известно, понятие симметрии объектов в науке и природе является фундаментальным 
научным понятием, возникшим еще в древности в архитектуре и искусстве. В школе понятие сим-
метрии изучалось на основе задач нахождения групп различных преобразований геометрических 
фигур и тел из школьного курса геометрии. Приводимые далее некоторые исследовательские зада-
чи из статьи [27] дополняют эти задачи школьного курса геометрии. 

В решении этих задач важную роль играют понятия равных (изоморфных) конечных графов и 
решеток. При этом определение равных графов или решеток посредством биекции, сохраняющей 
инцидентность вершин графа или точные нижние и верхние грани двух элементов решетки, явля-
ется непривычным и поэтому трудным для восприятия школьников (как и сам термин «изомор-
физм»). Поэтому изоморфизм графов и решеток определяется следующим образом. 

Рассмотрим произвольный граф с n  вершинами. Занумеруем его вершины числами от 1  до 

n . Ребро графа, соединяющие вершины i  и j , обозначим ),( ji  в случае ji  . Если же ij  , то 

обозначим ребро ),( ij . Тогда каждому ребру ),( ji  графа будет соответствовать точка ),( ji  на 

координатной плоскости Oxy . Далее приводятся примеры такой нумерации вершин графов и 

изображения ребер графа в виде точек на плоскости. Делается вывод, что с помощью этих точек 
можно записать всю информацию о ребрах: число ребер и то, какие вершины соединяет каждое 
ребро. Затем дается следующее определение из [23]. 

Графы Г  и G  с одинаковым числом вершин называются равными, если вершины каждого 

графа можно занумеровать так, чтобы ребрам Г  и ребрам G  соответствовало одно и то же множе-
ство точек на координатной плоскости. 
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В определении равных решеток используется отношения покрытия. Говорят, что «элемент a  

покрывает элементb , если a b  и не существует такого x , что a x b  ». 

Решетки A  и B  с одинаковым числом элементов называются равными, если элементы каж-
дой решетки можно обозначить одним и тем же множеством символов так, чтобы решетки A  и B  
оказались заданными одним и тем же бинарным отношением покрытия. При этом определение ил-
люстрируется примерами диаграмм 4, 5, 6-элементных решеток, элементы которых обозначаются 
латинскими буквами. 

Конечно, надо еще выяснить, заменяет ли это определение точное определение изоморфизма 
конечных решеток через точную нижнюю и верхнюю грани двух элементов решетки. Но для реше-
ток с малым числом элементов им можно воспользоваться для упрощения их описания посред-
ством диаграмм (и учета в них числа атомов, коатомов и максимальных цепей). 

Примеры исследовательских задач из [27]. 

1) Для любой симметрической группы    найти    -вершинное дерево  , для которого 

       , где через      обозначена группа автоморфизмов  . 

2) Найти все -вершинные эйлеровы графы для    6 с группой автоморфизмов четвертого 
порядка. 

3) Может ли циклическая группа быть группой автоморфизмов гамильтонового графа с  
6 вершинами? 

4) Указать последовательно диаграммы всех 73 семиэлементных решеток. 
5) Найти все семиэлементные решетки с симметрической группой автоморфизмов. 
6) Найти решетку, группа симметрий которой изоморфна группе симметрий тетраэдра. 
В монографии [8, c. 35] поставлена нерешенная проблема: 
«Найти все конечные решетки, для которых каждый автоморфизм соответствующего им гра-

фа являлся бы решеточным автоморфизмом (Уотермен)». 

Задача 7. Найти все – элементные решетки для     с указанным свойством их автомор-
физмов. 

Важно отметить, что в [27] даются подробные указания для решения предложенных задач. 
Отметим, что ряд исследовательских задач для школьников на элементы теории решеток 

можно выбрать среди задач практикума [9]. 
9. Об исследовательских задачах на обучение дискретизации непрерывных математи-

ческих моделей. Эти задачи важны в реализации отмеченного ранее принципа единства в обучении 
элементам дискретной и непрерывной математики. Как подчеркивал В. И. Арнольд в третьем изда-
нии своей книги «Теория катастроф», «математическое описание мира основано на тонкой игре не-
прерывного и дискретного» [5, с. 4]. По-видимому, впервые такую игру начал Архимед в своей зна-
менитой дискретизации графика непрерывной функции – параболы для нахождения площади сег-
мента параболы. С появлением уникальных возможностей современных компьютеров возможности 
этой тонкой игры несравнимо увеличились, что можно обнаружить, например, при исследовании 
фундаментальных научных понятий хаоса, порядка и фрактала в вузах. 

Начало обучения этой тонкой игре в школьном курсе математики закладывается при изуче-
нии элементов математического анализа. Например – при построении графика непрерывной функ-
ции, в основе которого фактически лежит дискретизация ее графика, то есть определение тех важ-
ных его точек, которые раскрывают главные свойства функции (иметь минимум, максимум, точки 
перегиба, наибольшее и наименьшее значение на отрезке и так далее). Но в обучении такой тонкой 
игре в школе важны и понятия дискретной математики. Например – изображение в координатной 

плоскости «графика» булевой функции одной переменной ( )Y f X , где , {0,1}X Y . При этом ло-

гические символы 0,1  отождествляются с нулем и единицей. Точно так же можно изобразить точ-

ками в системе координат Oxyz точки пространственного «графика» булевой функции двух пере-

менных ( , )Z f X Y . 

В обучении такой тонкой игре важную роль играет теория решеток, на основе которой наибо-
лее полно с общенаучной точки зрения раскрывается суть важного понятия порядка на сложных си-
стемах, как антипода понятию хаоса. Поэтому в решении исследовательских задач на изучение эле-
ментов теории решеток можно предложить школьникам задачи на построение решеточных фракта-
лов. Одна из таких исследовательских задач предложена в [28]. Это задача на построение аналога 
геометрического фрактала. А именно – решетки, являющейся «решеточным» фракталом, наглядно 
демонстрирующим суть понятия фрактала на основе подобия части целому. Эта решетка появляется 
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постепенно в серии итераций в построении диаграмм решеток-предфракталов и наглядно предстает 
окончательно в виде черного квадрата Малевича, повернутого на    .  

В заключение подчеркнем, что в формировании умений и навыков познавательной, учебно-
исследовательской и проектной деятельности на основе задачного подхода целесообразно преду-
смотреть лабораторные работы по ДМ. Использование заранее подготовленных электронных учеб-
ных материалов, созданных в среде систем компьютерной математики для выполнения лаборатор-
ных работ способствует актуализации внутрипредметных связей и межпредметных связей матема-
тики и информатики. Например, для изучения различных видов конечных графов и их свойств 
можно рекомендовать систему Maxima с ее специализированным пакетом graphs, в том числе – для 
проверки результатов, полученных «вручную». Для изучения различных видов конечных решеток 
и свойств их элементов можно рекомендовать языки программирования Delphi и Python. 
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The features of the methodology for reflecting the foundations of discrete mathematics in the development of 
methodological recommendations are described, which is the fundamental importance of the problem approach. At the 
same time, the most important types of tasks are listed. Special attention is paid to the methodology of the problem 
approach in the study of the language of algebraic and logical structures dominating in discrete mathematics. 

 
Keywords: school, teaching mathematics and computer science, the role of discrete mathematics, the basics of 

discrete mathematics, the methodology of specialized education. 
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Аннотация. В статье продолжается разработка своего рода парадигмы использования инвариантов в 

теории и практике естественно-научного образования. Прежде всего к этому понятию, принципу, концепции 
формулируется отношение как к методологическому инструменту на примере методики обучения физике 
(или более узко – дидактики физики). 

Так, исторически фиксируется в методике обучения физике как науке настойчивый поиск и разработка 
методических решений, которые бы сохраняли свою устойчивость при некой вариации условий. На наш 
взгляд, эта практика неплохо подпадает под описание с помощью инструмента инвариантности. И есть пред-
положение, что в итоге использования этого инструмента можно получить новые результаты сначала в тео-
рии, а потом и в практике обучения. На поиск этого дидактического потенциала и нацелена статья. 

Важно зафиксировать, что разрабатываемое поле методических возможностей сравнительно широкое: 
от использования знаковых моделей до эмпирически фиксируемых устойчивых свойств методических систем. 
Заметим, что в рамках статьи рассматривается только общая, методологическая, рамка дидактических воз-
можностей. Библиография к статье содержит 22 источника. 

 
Ключевые слова: методология, инвариантность, методика преподавания, принципы, знаковые модели, 

экспериментирование, моделирование. 

 
Историко-методологическое введение. Теория, то есть сама наука методика обучения фи-

зике, и практика физического образования нуждаются в логической рациональности, а, как част-
ность, в математической строгости во всех процессах, от разработки содержания до организации 
процессов усвоения знаний. Нет сомнения, что практика образования нуждается и в устойчивости, 
особенно в эпоху перемен. Но это должна быть «умная» устойчивость. А такая устойчивость на 
практике возможна только через видение (инструменты, практики и др.) культуры или науки. Вот 
почему в методической науке должны идти поиски и быть выделены и обозначены адекватные ди-
дактические инструменты (понятия, представления, принципы и др.) этой практической потребно-
сти. На наш взгляд, к таким подходит и такой общенаучный инструмент, как инварианты. Добавим, 
что для методики это инструмент, во-первых, методических систем, во-вторых, деятельности. И то, 
и другое фундаментальные категории для методики. В целом, это в идеале будет способствовать 
большей строгости методических знаний. 

Итак, деятельность – фундаментальная категория наук о человеке [11; 19; 21; 22]. Это онто-
логическая по смыслу категория, то есть она задает фундаментальную реальность человечества. 
Выделяют ее образованности, по статусу это некоторые части-стороны или характеристики дея-
тельности. Среди основных сторон в области обучения выделяют понимание, мышление, рефлек-
сию, коммуникацию [22]. Несомненно, это важнейшие образования деятельности, по смыслу фено-
мены-процессы. Таким образом, не совсем гласно, но они признаются реально существующими.  
А далее для них формулируются характеристики или средства описания. Их может быть неопреде-
ленно много. На наш взгляд, к ним относят инварианты как удобные (и смысловые) характеристи-
ки методических систем. На вопрос «Характеристики чего?» следует общий ответ: «Деятельности 
или образованностей деятельности». А далее следует детальная расшифровка этой теоретической 
позиции. В такой логике поиск инвариантов – ведущий принцип любой методики. Как частность, в 
познании все постулаты – инварианты. Отсюда, как обобщение, наше видение чего-либо возможно 
только при наличии сетки (рамки, матрицы) понятий-истин, исторически или, что равносильно, 
изначально заданной. 

Для методики существенна позиция известного логика И. С. Нарского, который определяет 
значение знака как инвариант [4, с. 197]. Это важный сигнал. В последние годы в методике физики 
растет интерес к знакам и их использованию, как в рамках физического содержания, так и в рамках 
собственно методических поисков [11; 12; 17; 18]. Например, любое буквенное изображение физи-
ческой величины – это знак, скажем, m, и у него есть словесное выражение «масса». Но значение 
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этого знака, то есть инвариант, – это инертные свойства тела. Причем, вне зависимости от формы, 
объема, цвета, скорости движения тела. И как только мы определяем массу как инвариант, так мы 
лучше представляем смыслы этой физической величины для нашей практики. 

Принципиально важно, что совершенствование и развитие методики, а это развитие поня-
тийных систем, было всегда на идеях извне. Фундаментальные понятия-категории «приходили» из 
методологии, психологии, более узкие представления – из физики, педагогики... Наконец, рефлек-
сия опыта, а это все равно теоретические идеи, осуществляется на материале образовательной 
практики, то есть тоже от действия извне. В нашем случае это так об инвариантах. 

В обоснование дидактического потенциала понятия инварианта для методики обучения при-
ведем ряд высказываний специалистов, близкие педагогическим потребностям образовательной 
деятельности. 

– Известный методолог В. С. Степин определяет большой круг «знаниевых» образований как 
инвариантов научной деятельности. Назовем здесь некоторые, важные для методики: в историче-
ском познании «идеал объективной истинности» не зависит от особенностей средств и операций 
познания и является инвариантом [20, с. 541 и др.]; три сферы бытия – неживая природа, органиче-
ский мир и социальный мир – как принцип- инвариант понимания нашего мира [там же, с. 457]; 
формула универсального эволюционизма «изменчивость – наследственность – отбор» – инвариант 
понимания действительности [там же, с. 459]. В познании к инвариантам относят: различение 
предметной и субъектной сторон познавательной деятельности, универсалии научного метода по-
знания, принципы наблюдаемости, непротиворечивости, соответствия и др. [там же, с. 36, 157, 247, 
270]. Для теории и практики физического образования важным является поиск инвариантов как 
условия формирования эмпирического научного факта [см. полнее 11, с. 81–88]. 

– Методист-физик Н. И. Резник защитила докторскую диссертацию на тему «Концепция инва-
риантности в системе преподавания дисциплин естественнонаучного цикла» (Челябинск, 1996), 
позднее вышла ее монография [9]. На наш взгляд, автор впервые в методике обозначила дидакти-
ческий потенциал использования понятия об инвариантности: признает большую фундаменталь-
ность этого понятия по сравнению с понятием закона, дальновидно ставит методическую задачу 
построения системы инвариантов [9, с. 37], приводит примеры (правда, не всегда обоснованные и 
конкретные) реализации идеи инвариантов из радиотехники и физики. В целом, пока содержа-
тельно и процессуально концепция (основа, идея) выглядит несколько абстрактной для методики 
школьного физического образования. И требует сейчас нового этапа разработки методики. 

– Глубокий мыслитель А. А. Зиновьев в рамках логики заложил основание для использования 
идеи инвариантов в обучении. В частности, интерпретируя инвариантность пространства и време-
ни, он писал: «пространство всегда остается пространством (а время – временем), независимо от 
способа его ограничения, отсчета, измерения и т. п.» [2, с. 138]. 

– При построении своих предметных пространств психологи ищут и обозначают в схемах-
моделях устойчивые образованности деятельности. Так, В. Ф. Петренко предлагает парадигму мно-
гомерного сознания: о познании как конструировании моделей мира, о множественности возмож-
ных языков, моделей, описаний мира, о структурировании поведения человека по извне/изнутри 
заданным конструктам [8; 13]. Здесь и происходит теоретический, с помощью методологии, и экс-
периментальный, на фиксации фактов, поиск инвариантов. И. И. Ильясов в педагогической психо-
логии центрирует внимание на устойчивых структурах учебной деятельности, в частности, выде-
ление деятельности учения можно трактовать как инвариант учения [3]. Осмысление такого виде-
ния в методике продуктивно. Н. Г. Салмина настойчиво раскрывает образовательный потенциал 
знаков, за которыми, несомненно, стоят инварианты деятельности [10]. 

– Многие сложные высказывания М. Мамардашвили, имеющие значение для понимания об-
разовательных процессов, могут получить актуальную жизнь, если их прагматично (технологично) 
сформулировать на языке инвариантов: 

  Великий А. Пуанкаре отмечал, «что имей Тихо Браге хотя бы в десять раз более точные ин-
струменты, не было бы никакой астрономии... Иными словами, характеристики и внутреннего и 
внешнего совершенства теории устанавливаются в реальном познании независимо от движения 
источников опыта и их направлений» [Познание, c. 285]. 

  «Познание – это не арена мгновенно одно-непрерывным взглядом охватываемой идеаль-
ной системы отсчета, а пути, прокладываемые конечными областями связностей, и что в последних 
понимание уже существует, есть, независимо от того, понимает ли кто-нибудь, и от реального кана-
ла передачи, и общения и его описания» [там же, с. 287]. Кратко суть: «Может наблюдаться только 
допускаемое теорий. И это 1) не зависит от различий предметных языков, 2) не имеет причины,  
3) неразлагаемо» [там же, с. 288]. 
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  «Шаг «сделанного» и понимание им дают символизацию всех связей на все времена и для 
всех (как, например, в пифагоровском треугольнике, сферическом законе Кулона или орнаменте 
Альгамбры)» [там же, с. 291]. 

  «События «мыслей», «законоподобных высказываний» и тому подобное содержат в себе 
формулировку некоторого упорядоченного положения вещей, не могут тем не менее предопреде-
лены – это тавтологически ясно» [там же, с. 292]. 

Итак, парадигма (принцип) инвариантности задает некое устойчивое мощное методическое 
пространство, в котором можно строить эффективные в каком-либо смысле методические системы. 

Сущности инвариантов в методике. Что не меняется в деятельности? Структура? Да, в ши-
роком диапазоне условий. Воспроизводимость? Да, ее считают фундаментальным свойством [15; 
22]. И тогда возникает вопрос об инвариантах. Поиск сохраняющихся в определенных рамках 
свойств (характеристик) – привлекательный и эффективный инструмент описания (и конструиро-
вания) методических систем. Хотя, заметим, что многофакторность и рукотворность дидактических 
событий являются сильным ограничителем для этого языка описания. 

В физике язык инвариантов признают фундаментальнее (выше по иерархии) законов: «Зако-
ны природы не могли бы существовать без принципов инвариантности»; «Не будь принципов ин-
вариантности, физические законы нельзя было бы подкрепить экспериментом» [1, с. 36, 193]. Хотя 
в механике известно, что законы сохранения, с одной стороны, следуют из уравнений Ньютона,  
с другой стороны, являются следствием геометрических инвариантов (относительно сдвига в про-
странстве и во времени). 

На наш взгляд, в методиках преподавания трудности формулирования закономерностей свя-
заны с перескоком познания через этап инвариантов. Без осознания и отработки этого этапа по-
знания и понимания методического явления мы скатываемся к формам гипотетических утвержде-
ний, называя их законами или закономерностями. Заметим, что иной путь – это установление эм-
пирических закономерностей (И. И. Нурминский [7]). Хотя на практике он пока плохо развит, а в 
нем как раз ищут корреляции между событиями, т. е. реализуется классическая логика поиска за-
кона. И далее на этой основе может быть обобщение – формулирование инвариантов, и на этой 
сравнительно твердой основе построение методик. 

О видах (формах) инвариантов образовательной деятельности [15]. Язык инвариантов реа-
лизуется (представляется или так осознается): 

– При выделении принципов образовательной деятельности; они устойчивы в рамках дидак-
тической системы; 

– В различных методических моделях, несущих функции ориентировок деятельности. Так, 
например, в схеме освоения научного метода познания в форме «факты – модель – следствия – экс-
перимент» (В. Г. Разумовский), в схеме-модели учебной деятельности при решении школьных фи-
зических задач «анализ текста и физического явления – идея или план решения – математическая 
модель явления и выводы из нее – рефлексия решения» (Д. Пойа, Л. М. Фридман, В. А. Орлов,  
Ю. А. Сауров). Как устойчивое частное методическое решение по организации процесса учения в 
виде двухэтапной логики освоения любой учебной задачи: выделение физического явления – описание 
физического явления [11; 15; 17; 18]. 

– При конструировании разнообразных норм учебной деятельности и деятельности препода-
вания в форме знаковых моделей (блок-схемы, опорные сигналы, модели уроков и др.) [19]. 

Известны два языка представления инвариантов: первый, строгий и широко распространен-
ный – математический, он задается формулами преобразований величин, например, сохранение 
ускорения тела при переходе описания из одной инерциальной системы в другую; качественный, 
понятийный – концептуальный, идейный, он задается устойчивым принципом, логикой на основе 
методологии познания. 

Инварианты в содержании физического образования. 
– Наличие границ применимости у любых предметных знаний необходимо рассматривать как 

инвариант методики преподавания [14; 16]. 
– В настоящее время структурирование содержания громадного числа вопросов рационально 

строить и осваивать по схеме-модели «факты – гипотеза, модель – следствия – эксперимент». Сей-
час эта универсальная ориентировка познавательной деятельности школьников входит в ядро со-
держания физического образования. По крайней мере, для двух поколений она показала свою 
устойчивость. 

– Существует большой блок устойчивых моделей-схем образований интеллектуальной дея-
тельности школьников, которые нуждаются в систематизации, интерпретации, в итоге – внедре-
нии. Все они могут быть отнесены к инвариантам с учетом специфики методики обучения физике. 
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Такие инварианты можно усмотреть из работ многих методологов [22], в частности, из работ  
Г. П. Щедровицкого. Например, он прямо указывал на инвариант функциональной структуры сопо-
ставления объектов реальности и предметов (описаний, представлений) [21, с. 169 и др.]. На наш 
взгляд, инвариантом является схема-модель замещения объектов знаками (рис. 1). Это необходи-
мый устойчивый элемент построения любой мыслительной деятельности. Еще пример: модель-
схема трансляции опыта деятельности в обучении (рис. 2). По нашему мнению, это в прямом смыс-
ле инвариант образовательного процесса, и он дает некое универсальное видение этого великого 
процесса. Зафиксируем, на наш взгляд, и аналогию между инвариантами в форме схем-моделей в 
пространстве образования, и геометрическими инвариантами в пространстве физики [1]. 
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Рис. 2. Схема-модель единицы трансляции 

 

– При определенных условиях к инвариантам учебной деятельности можно отнести обоб-
щенные планы изучения явления, закона, измерения и др. (А. В. Усова). Некоторые устойчивые 
мнемонические приемы организации усвоения (запоминания) тоже могут играть функции инвари-
антов деятельности; и практика обучения знает этот опыт, а этот инструмент даже объясняет 
успешность таких методических решений. 

– Статические системы знаний в форме теории имеют устойчивую структуру «основание – 
ядро – выводы» (В. Гейзенберг, В. В. Мултановский). По схеме этого инварианта в школе рассматри-
ваются все фундаментальные физические теории, нередко частные теории, теории отдельных яв-
лений [11]. Есть опыт распространения этой схемы-модели и на методические системы знаний. 
Приведем пример структуры классической механики: 

ОСНОВАНИЕ: Понятия (о макроскопическом теле, о механическом движении, о видах механи-
ческого движения: прямолинейное...). Понятия о моделях: материальная точка. Понятия о физиче-
ских величинах (скорость, ускорение, масса, импульс, энергия...). 

ЯДРО: Фундаментальные идеи и принципы: взаимодействие, принципы дальнодействия, от-
носительности, суперпозиции сил. Фундаментальные законы: Ньютона, взаимодействий для все-
мирного притяжения, упругости, трения. 

ВЫВОДЫ: Статика. Механические колебания. Объяснение явлений природы и техники: неве-
сомость, тормозной путь и др. 

– Приведем еще несколько конкретных примеров методических вопросов, связанных с ис-
пользованием инвариантов. Вот один странный курьез в наше время: десятилетиями в вузовских 
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и школьных учебниках физики сохранялись представления о росте массы при увеличении скоро-
сти тела. Формальный ответ простой: неадекватная интерпретация физической формулы 
m=mо/(1–ʋ2/с2)1/2. Но в этом и других случаях выбор языка описания – залог методического успе-
ха. Почти очевидно, что в системе с самого начала определение инвариантных характеристик 
упрощает понимание (и решение задач). Известный физик-теоретик Л. Б. Окунь жестко критико-
вал: «Пора прекратить обманывать все новые поколения школьников и студентов, внушая им, что 
возрастание массы с увеличением скорости – это экспериментальный факт» [УФН. 2008. Т. 178. № 5. 
С. 552]. Если масса с самого начала понимается как инвариант, то вопрос автоматически снимается. 

Еще устойчивая методическая проблема. При определенных условиях (малые токи и др.) со-
противление на участке электрической цепи – величина постоянная, т. е. inv. Но тогда следует все-
гда правильная интерпретация выражения R=U/I как формулы расчета, а не функциональной зави-
симости. А ведь эта физическая ошибка сохраняется в системах обучения десятилетиями! 

Словом, теоретические и экспериментальные факты убеждают в значительном методическом 
потенциале такого инструмента познания и понимания как инвариант. 

Заключительные мысли. Использование языка инвариантов, пусть даже в «мягком» (по 
сравнению с классическими представлениями логики или математики) варианте, создает возмож-
ности более строгого описания дидактических систем. В перспективе можно обоснованнее ставить 
и вопрос о закономерностях. И может быть, это единственный путь формулирования закономерно-
стей для таких искусственных, целеустремленных, деятельностных методических систем. Почти 
очевидно, что построение (или поиск) описаний под такой взгляд у неопределенно сложной мето-
дической системы все же позволяет задать некую устойчивую модель. А тогда и возникает соблазн 
сделать еще один, классический по смыслам, шаг – формулирование закономерностей для такой 
модели. (Повторим, в физике инварианты убедительно рассматриваются шире законов.) Немало-
важно, что в этом интеллектуальном движении лучше складываются условия понимания методи-
ческих явлений. 

В случае же построения содержания учебного предмета «физика», несомненно, язык инвари-
антов может и должен быть прямо использован, например, при изучении сохранения физических 
величин в разных инерциальных системах отсчета. Сохранение импульса, энергии замкнутых си-
стем как следствие однородности пространства и времени, т. е. инвариант сдвигов. Так, масса тела 
как скалярная физическая величина – инвариант преобразований Лоренца в специальной теории 
относительности, т. е. она не изменяется при рассмотрении движения тела в разных инерциальных 
системах отсчета. В школьном курсе физики примеров много: скорость света, заряд – инварианты... 

В методике обучения физике хорошо известно, что, например, второй закон динамики задает 
только «пустую» форму механики, без конкретных законов сил, без учета начальных и конечных 
условий он не работает. Словом, из общей формы закона не выводимо его конкретное применение, 
и это знание – инвариант. Об этом уже сказано не раз [6]. Здесь же объяснима и природа устойчиво-
го недоумения студентов (да и менеджеров): почему нас не учат практике элементарной физики, а 
читают лекции по теоретической физике?! 

В целом проблема различения реальности и описаний – фундаментальная проблема обучения 
физике на современном этапе развития образования. И выделение инвариантов – один из инстру-
ментов решения этой стратегической методической проблемы. 
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Аннотация. В современную эпоху возросла роль математики в науке и образовании. В образовании 

роль математики состоит, прежде всего, в развитии мышления учащихся. В статье показывается, что основ-
ным средством развития математического мышления во все времена является решение задач. Цифровые тех-
нологии никогда не смогут заменить деятельность по решению задач. При изучении математики приоритет 
следует отдавать не запоминанию каких-то формул и фактов, а формированию схем (средств, общих приемов, 
методов) математического мышления, математической деятельности. В статье выделены виды таких схем 
(когнитивных структур). Для каждого вида таких схем математического мышления наиболее эффективным 
способом развития в младшем и в подростковом возрасте является решение системы некоторых специальным 
образом подобранных задач, в первую очередь, нестандартных (поисковых). Эти же задачи являются эффек-
тивным средством диагностики уровня сформированности схем математического мышления и математиче-
ских способностей. 

В статье показывается, что в обучении важным является использование исследовательских задач, по-
рождающих проблемные ситуации. Рассматривается также роль обратных и некорректных задач, имеющих 
ярко выраженную практическую направленность. 

 
Ключевые слова: цифровая трансформация, схемы математического мышления, нестандартные за-
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В современных условиях в обучении на первый план выдвигается развитие личности. 

Огромную роль в достижении этой цели и, прежде всего, развитии интеллектуальных способно-
стей личности во все времена играет математика. Изучение математики существенно обогащает 
мышление, формирует такие когнитивные качества, которые присущи не только для математиче-
ской деятельности, но и являются необходимыми человеку для работы и жизни в современном об-
ществе. 

В цифровую эпоху роль математики в образовании и науке еще более возросла и стала много-
плановой. При изучении математики и формировании умений ее применять для решения практиче-
ских проблем учащийся овладевает различными творческими методами, в частности методом мате-
матического моделирования, который является приоритетным для компетенций цифровой эпохи. 
Математическое моделирование лежит в основе формирования трансдисциплинарных систем зна-
ний, таких как синергетика, искусственный интеллект, большие данные и др., которые отличает 
принципиальное игнорирование междисциплинарных границ. Математика стала лидером трансдис-
циплинарного тренда в образовании, выводящим его на новый, более высокий уровень познания, 
синтезатором идей и методов огромного научного потенциала самых разных дисциплин [9]. 

В последние десятилетия происходит интенсивный процесс цифровой трансформации всей си-
стемы образования. Благодаря цифровым технологиям удалось в значительной степени предотвра-
тить в условиях пандемии коллапс системы образования. Однако результаты исследований институ-
та возрастной физиологии РАО показывают, что в результате перехода на цифровой формат обуче-
ния у многих из обучающихся обострился целый ряд проблем, в частности проблема с пониманием 
изучаемого материала. Хотя цифровые технологии способствуют решению целого ряда методических 
задач, они не являются панацеей. Это всего лишь средство обучения, а, как и любое средство обуче-
ния, оно носит вспомогательный характер, это помощник учителя, и его применение должно опреде-
ляться содержанием изучаемого материала. Особенно эффективно применение компьютеров при 
изучении такого материала, который допускает наглядную интерпретацию на экране. 

Однако при изучении теоретического материала и особенно при изучении доказательств 
теорем применение цифровых технологий мало помогает. Как показывает опыт, в этом случае 
большую помощь учителю в достижении понимания изучаемого материала оказывает умение 
предварять доказательство решением специально подобранных задач. Таким образом, цифровые 
технологии никогда не смогут заменить в образовании деятельность по решению задач. 
                                                                 
© Тестов В. А., 2022 
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Ведущая роль задач всегда являлась особенностью математики как учебного предмета. На 
всех этапах учебной деятельности по математике система задач является основным средством 
усвоения теории, формирования творческого опыта, критического мышления, овладения структу-
рой и содержанием поисковой деятельности. 

Роль использования задач в обучении математики варьировалась в зависимости от конкрет-
но-исторических условий. Можно выделить три основных подхода к использованию задач в обуче-
нии математике. При первом подходе изучение математики происходит, прежде всего, с целью обу-
чения решению задач. Особенности этого подхода хорошо прослеживаются в таком учебнике, как 
«Арифметика» Л. Ф. Магницкого. При втором подходе обучение математике сопровождается реше-
нием задач. Этот подход наиболее распространен в методике обучения, большинство авторов со-
временных учебников следует особенностям именно этого подхода. Наконец возможен третий под-
ход, при котором обучение математике происходит через решение задач. Характерные особенности 
этого подхода хорошо проявляются при чтении известной книги Г. Пойя и Г. Сеге «Задачи и теоре-
мы из анализа». Задачи при таком подходе одновременно должны служить как мотивом для даль-
нейшего развития теории, так и возможностью для ее применения. Выбор каждого из этих трех 
подходов определяется, прежде всего, целями обучения и готовностью преподавателя и учащихся к 
использованию того или иного подхода [3]. 

Решение задач имеет первостепенное значение для развития различных видов математиче-
ского мышления. Как замечено многими педагогами, наиболее эффективным способом такого раз-
вития является решение школьниками системы некоторых, специальным образом подобранных 
задач, в первую очередь, нестандартных (поисковых). Решение таких задач позволяет оказывать 
эффективное влияние на обе компоненты человеческого мышления (и на образную, интуитивную 
компоненту, и на логическую), что приводит к совершенствованию самых разных мыслительных 
операций. 

Согласно деятельностному подходу достижение необходимого развивающего эффекта обуче-
ния предполагает усвоение учащимися содержания обучения в процессе собственной активной де-
ятельности, направленной на приобретение теоретических знаний о предмете обучения и общих 
приемов решения, связанных с этими знаниями задач. Таким образом, из деятельностного подхода 
вытекает, что для развития математического мышления приоритет следует отдавать не передаче 
готовых знаний, а формированию общих приемов, средств, методов математического мышления, 
математической деятельности. 

Для обеспечения математического развития у школьников должны быть сформированы не 
только алгебраические, порядковые и топологические когнитивные структуры, которые представ-
ляют собой системы хранения знаний, но и когнитивные структуры, представляющие собой опре-
деленные качества математического мышления, являющиеся, прежде всего, средствами, методами 
познания, а значит, и средствами, методами получения математических знаний учеником. Такого 
сорта когнитивные структуры швейцарский психолог Жан Пиаже называл операциями второго по-
рядка, к которым он относил комбинаторные и логические операции. 

Такие структуры играют особую роль для исследовательской активности в области матема-
тики, а значит, и для развивающего обучения. Для таких когнитивных структур лучше подходит 
термин «схемы математического мышления». Такими видами схем (когнитивных структур) явля-
ются логические, алгоритмические (процедурные), комбинаторные, образно-геометрические 
структуры [6]. 

Все эти схемы мышления не зависят от конкретного используемого математического матери-
ала и имеют большое значение для математического творчества. В частности, комбинаторные и 
геометрические методы получили широкое распространение в современной математике. Многие 
математики мыслят не формулами, а образами. 

Как показали исследования, кратковременное обучение логическим или комбинаторным по-
нятиям не дает заметного эффекта. Такой эффект можно достичь, если формировать схемы мате-
матического мышления и соответствующие понятия поэтапно в течение продолжительного време-
ни в соответствии с возрастными особенностями учащихся, органически вплетая эти понятия в 
курс математики. 

Как уже отмечалось, наилучшим способом развития математического мышления является 
решение школьниками системы некоторых нестандартных задач. Такие задачи требуют не столько 
знания каких-то отдельных математических фактов и частных методов, сколько универсальных 
приемов математического мышления. Поэтому при решении именно таких задач происходит не 
только развитие математического мышления, но проявляется и его сформированность, что позво-
ляет использовать такие задачи также и для диагностики уровня математического мышления. 
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Такие задачи можно использовать и при диагностике уровня развития математических способ-
ностей на устных экзаменах или беседах преподавателя с учащимися. Как указывал Л. С. Выготский, 
следует считать «показателем уровня детского мышления не то, что ребенок знает, не то, что он спосо-
бен усвоить, а то, как он мыслит в той области, где он никакого знания не имеет» [С. с., т. 2, 1956, с. 227]. 

В оценке способностей с помощью таких задач следует опираться на идею Л. С. Выготского о 
зоне ближайшего развития ребенка как ключевом диагностическом принципе его развития. Для 
этого преподаватель должен наблюдать за ходом решения задач, которые должны быть достаточно 
трудными и незнакомыми для учащегося. Самостоятельно большинство учащихся справиться с та-
кими задачами не могут. Однако с помощью преподавателя, его наводящих вопросов, его подсказок, 
т. е. «дозированной помощи», справиться с задачами вполне возможно. В возникающем при этой 
деятельности переходе из зоны ближайшего развития в зону актуального развития ярко высвечи-
ваются математические способности учащегося. Задача преподавателя в этом случае состоит в том, 
чтобы фиксировать, сколько подсказок потребовалось учащемуся, начиная с какого этапа у него 
созрел план решения задачи, насколько безошибочным и настойчивым он был в достижении цели. 

К нестандартным развивающим задачам обычно относят задачи на переливание и взвешива-
ние, логические [1], комбинаторные, геометрические, арифметические и т. д. Так, Мартин Гарднер 
все задачи разделяет на шесть типов: комбинаторные, логические, процедурные (алгоритмиче-
ские), геометрические, арифметические и словесные (лингвистические) [2]. При этом эти типы за-
дач неизбежно перекрываются. Задачи последних двух типов могут быть отнесены к комбинатор-
ным и логическим задачам. Тем самым, основные типы нестандартных задач полностью соответ-
ствуют выделенным выше видам схем математического мышления. 

Экспериментально было установлено, что развитие выделенных выше различных видов матема-
тического мышления школьников лучше всего достигается не через изучение тех или иных разделов 
математики, а через решение соответствующих задач с привлечением минимального дополнительного 
материала (круги Эйлера, графы, выборки, принцип Дирихле и т. п.). Хорошим примером задачи на раз-
витие алгоритмического мышления является старинная русская задача про переправу через реку вол-
ка, козы и капусты. Для развития наглядно-образного мышления большое внимание следует уделять 
наблюдению, проведению опытов (в том числе с применением компьютеров), решению задач на разре-
зание и конструирование фигур, на различные наглядные построения и т. д. [7; 8]. 

Неслучайно в последние десятилетия больше внимания стало уделяться текстовым арифме-
тическим задачам, при решении которых используются выделенные схемы математического мыш-
ления. Потребовалось более двух десятков лет почти безраздельного господства в школе алгебры, 
чтобы учителя и преподаватели вузов осознали: без арифметического фундамента обучение мате-
матике оказывается неэффективным. 

Система занятий по решению развивающих задач может стать эффективным средством со-
вершенствования всей постановки математического образования современных школьников. Такая 
система занятий служит достижению основной цели  развитию мышления учащихся. Поэтому ре-
шение развивающих задач в какой-то форме должно присутствовать в учебных программах по 
крайней мере до достижения учащимися возраста 15 лет. 

Особое внимание на развивающие (поисковые, проблемные, нестандартные и т. п.) задачи 
обращали многие ученые. В современных учебных пособиях такие задачи тоже встречаются.  
В частности, В. А. Смирнов и И. М. Смирнова в свою книгу [5] включили проблемные задачи, направ-
ленные на развитие критического мышления учащихся. В этих задачах требуется распознать кон-
фигурацию геометрических фигур по их изображениям и описаниям; сравнить и оценить геомет-
рические величины; установить верность или неверность утверждений; найти ошибки в формули-
ровках и доказательствах; привести контрпримеры; решить задачи с неоднозначным ответом. 

Важным является использование в обучении исследовательских задач, порождающих про-
блемные ситуации, для разрешения которых обучающимся требуется экспериментирование с ди-
намическими моделями математических объектов. В ходе исследовательской деятельности учащи-
еся не только находят способы решения тех или иных задач, но и побуждаются к самостоятельной 
их постановке, к уточнению цели своей работы. 

В последнее время усилилось внимание к решению практико-ориентированных задач. В ма-
тематике возникло целое новое направление – теория обратных и некорректных задач. Некоррект-
ной, согласно Адамару, называется задача, для которой нарушается хотя бы одно из трех условий: 
существование решения, единственность решения, устойчивость решения. 

В школьных программах и учебниках стало больше внимания уделяться обратным задачам и 
задачам с недостающими (недоопределенными) или избыточными (переопределенными) данны-
ми. Такие задачи относятся к некорректным, их раньше всячески избегали в школьной, да и в ву-
зовской математике. Эти задачи имеют ярко выраженную практическую направленность, посколь-



 
Математический вестник Вятского государственного университета, 2022, № 1 (24) 
 

 60 

ку в практической деятельности часто возникает необходимость принятия решений в условиях из-
бытка, недостатка данных или их противоречивости. Каждая инженерная задача представляет со-
бой пример некорректной задачи ввиду того, что условий дано в избытке, а среди данных могут 
присутствовать и противоречивые [4]. 

Примеры обратных задач можно найти в медицине, прежде всего в компьютерной томогра-
фии. В последнее время интенсивно развиваются методы исследования обратных задач в экономи-
ке. Не единственность решения таких задач не противоречит действительности, а характеризует с 
различных сторон многообразную картину описываемых явлений. 

Таким образом, решение математических задач является основой формирования наибо-
лее плодотворного способа теоретического мышления, креативного потенциала личности, нели-
нейного мышления, которые являются важнейшими составляющими компетенций специалиста в 
цифровую эпоху. 

Пронизывая все основные компоненты методической системы обучения математике (цели, 
содержание, методы и средства обучения), задачи придают этой системе интегративные качества, 
которые обеспечивают целостность и преемственность учебного процесса. Эффективность обуче-
ния математике, в конечном счете, определяется тем, какие именно задачи и в какой последова-
тельности предлагались учащимся, какими способами они решались. А также тем, как велика была 
доля активности, самостоятельности ученика в процессе их решения. Прослеживаются факторы 
взаимозависимости сложности математических задач и самоорганизации обучающегося, использо-
вания синергетических эффектов в математическом образовании. 

Таким образом, при разработке стандартов, школьных и вузовских образовательных программ 
совершенно необходимо учитывать роль математики и решения задач в образовании. Особенно ве-
лика эта роль в подготовке учителей математики и информатики. К сожалению, за последнее время в 
вузовских образовательных программах большая доля учебного времени отводится изучению новых 
мелких дисциплин, а фундаментальные дисциплины (математика, физика и др.) оказались урезанными. 
Необходимо вернуть этим дисциплинам и особенно решению математических задач подобающее им 
место в вузовских образовательных программах в соответствии с их ролью в обучении. 
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mathematical thinking schemes, the most effective way to develop in the younger and in adolescence is to solve a sys-
tem of some specially selected tasks, primarily non-standard (search) ones. The same tasks are an effective means of 
diagnosing the level of formation of mathematical thinking schemes and mathematical abilities. 

The article shows that the use of research tasks that generate problematic situations is important in teaching. 
The role of inverse and incorrect problems with a pronounced practical orientation is also considered. 

 
Keywords: digital transformation, mathematical thinking schemes, non-standard tasks, incorrect tasks. 
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Аннотация. Новые стандарты среднего образования уделяют большое внимание проектному методу. 
Актуальным становится поиск новых тем для проведения учебных исследований школьниками и подготовка 
к организации такой деятельности будущего педагога. Накопление образовательных ресурсов студентами – 
будущими учителями – возможно в рамках изучения курса «Геометрия», который напрямую связан с их про-
фессиональной деятельностью. Нами предложены индивидуальные задания для самостоятельной работы 
студентов при изучении раздела «Геометрические преобразования». Такие задания в дальнейшем можно 
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Ведущей формой деятельности в вузе является учение, которое традиционно реализуется в 

форме лекций, практических занятий, семинаров и самостоятельной работы. На лекции, как прави-
ло, выносится наиболее важный в смысловом и структурном значении материал. Практические и 
семинарские занятия призваны углублять, расширять, детализировать знания, полученные на лек-
ции, являться средством оперативной обратной связи, содействовать выработке навыков профес-
сиональной деятельности. 

В современных условиях проектная деятельность является одним из видов профессиональ-
ной деятельности, к которой по завершении обучения должен быть подготовлен выпускник – бу-
дущий педагог. Способность к проектной деятельности предполагает умение анализировать про-
блемы, ставить цели, разрабатывать и выбирать альтернативные решения поставленной задачи, 
оценивать последствия принятия решений, работать в команде [11]. Решающим здесь является ин-
дивидуальность личности, ее склонности и интересы. 

На наш взгляд, развитие и совершенствование перечисленных умений возможно в процессе 
самостоятельной работы студентов. Самостоятельная работа имеет большие, чем другие типы за-
нятий, возможности для удовлетворения индивидуальных образовательных запросов и потребно-
стей обучающихся, так как имеется определенная свобода в выборе форм и содержания индивиду-
альных заданий, средств и методов работы. 

Не менее важным является определение содержания проектных тем, которые будущий учи-
тель сможет применить в своей трудовой деятельности. Опыт работы с будущими учителями ма-
тематики и информатики показывает возможность использования в рамках самостоятельной рабо-
ты по дисциплине «Геометрия» различных индивидуальных заданий. Опишем некоторые из них 
более подробно. 

1. Самоподобные фигуры. Данное задание имеет интегративный характер и затрагивает во-
просы геометрического моделирования. Исследуемым объектом является самоподобная фигура. 
Дадим краткие пояснения. 

Фигуру F называют самоподобной, если ее можно разрезать на несколько фигур F1, F2, … , Fn, 
каждая из которых подобна исходной. Необходимо для предложенной конкретной фигуры выпол-
нить ее разбиение на подобные фигуры. Так как каждая фигура Fi подобна фигуре F, то имеется 
преобразование подобия hi, переводящее фигуру F в фигуру Fi . Требуется, предварительно разме-
стив F в системе координат, определить аналитическое задание каждого преобразования подобия. 
Далее, используя идею игры «Хаос» [4; 5; 10], составить компьютерную программу, результатом ко-
торой является изображение данной фигуры и ее частей. 

2. Инверсия плоскости. В курсе вузовской геометрии изучаются различные виды преобразо-
ваний евклидовой плоскости: движения, преобразования подобия, аффинные преобразования. Ин-
версия представляет собой более сложное преобразование геометрических фигур. Интересный ре-
зультат дает инверсия невырожденных кривых второго порядка. Их образами являются различные 
«замечательные кривые», такие как строфоида, циссоида Диоклеса, улитка Паскаля, кардиоида, 
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лемниската Бернулли [6]. Целью исследования является изучение инверсных образов равносто-
ронней гиперболы, параболы, эллипса при различном расположении центра инверсии. Необходимо 
выполнить визуализацию образов рассматриваемых кривых, например, в программе GeoGebra. 

3. Эллипс как фигура аффинно эквивалентная окружности. Инварианты аффинных пре-
образований позволяют изучать свойства фигур путем рассмотрения аффинно эквивалентной фи-
гуры. Целью данного индивидуального задания является обоснование различных свойств эллипса 
[12]. Приведем некоторые из рассматриваемых свойств: геометрическим местом середин парал-
лельных хорд эллипса является некоторый диаметр эллипса; параллелограммы, построенные на 
парах сопряженных полудиаметров эллипса, имеют одну и ту же площадь, равную площади прямо-
угольника, построенного на полуосях эллипса; площадь эллипса вычисляется по формуле S= ab, 
где a и b полуоси эллипса. 

4. Гомотетия в доказательствах геометрических теорем. Предлагается по учебным посо-
биям [2; 7] рассмотреть доказательства с использованием гомотетии теорем элементарной геомет-
рии, которые достаточно редко рассматриваются в школьном курсе. Теорема Наполеона описывает 
свойства конфигурации, состоящей из трех правильных треугольников, извне построенных на сто-
ронах произвольного треугольника. Точки пересечения медиан трех правильных треугольников 
являются вершинами равностороннего треугольника, центроид которого находится в точке пере-
сечения медиан произвольного треугольника. Также гомотетия позволяет установить существова-
ние окружности девяти точек треугольника и доказать, что в треугольнике центроид, ортоцентр и 
центр описанной около треугольника окружности лежат на одной прямой. 

5. Группы самосовмещений геометрических фигур. Понятие группы является одним из ос-
новных понятий математики. Природа элементов группы достаточно разнообразна. Обширный и 
очень важный класс групп составляют группы «самосовмещений» геометрических фигур, на их ос-
нове могут быть визуализированы различные абстрактные понятия теории групп [1]. 

6. Геометрические построения на плоскости. При решении геометрических задач на по-
строение с помощью циркуля и линейки используются некоторые типичные ситуации применения 
метода геометрических преобразований [8]. Рекомендуется изменить расположение фигуры или ее 
частей. Рассмотреть точку как пересечение двух фигур, из которых одна является образом некото-
рой данной фигуры при геометрическом преобразовании. Построить фигуру, удовлетворяющую 
только некоторым условиям задачи, из нее искомая фигура может быть получена с помощью гео-
метрического преобразования определенного вида. Иногда удается заметить, что при некотором 
преобразовании фигура переходит сама в себя. Отмеченное свойство фигуры дает возможность по-
строения дополнительных ее элементов, не указанных в условии. 

Данное индивидуальное задание предполагает рассмотрение типичных ситуаций и подбор 
комплекта задач по каждой из них. Также необходимо познакомиться с компьютерной программой 
Euclidea (http://www.euclidea.xyz) и оценить возможности ее использования для решения задач 
данного типа. 

7. Задачи на нахождение геометрических мест точек. Целью выполнения данного задания 
является решение задач на нахождение множества, точки которого и только они обладают указан-
ным свойством. Общий подход к решению предложенных задач состоит в том, что по условию зада-
чи определяется множество точек, из которого искомое получается с помощью какого-либо гео-
метрического преобразования. К таким задачам относятся, например, следующие: 

1.  На данном отрезке АС построены всевозможные прямоугольные треугольники с прямым 
углом С. Найти множество точек пересечения медиан этих треугольников. 

2.  На данном отрезке АС построены всевозможные треугольники АВС с одной и той же пло-
щадью. Найти множество точек пересечения медиан этих треугольников. 

3.  На данном отрезке АС построены всевозможные треугольники АВС, в которых медианы AF и 
СЕ взаимно перпендикулярны. Найти множество вершин В и множество оснований данных медиан. 

4.  Даны две точки А и В. Найти множество точек плоскости, каждая из которых симметрична 
точке А относительно некоторой прямой, проходящей через точку В. 

5.  На данном отрезке АD построены всевозможные параллелограммы АВСD так, что АD = а,  
АВ = в. Найти множество точек пересечения диагоналей этих параллелограммов. 

6.  Даны прямая а и не принадлежащая ей точка С. Вершина А треугольника АВС лежит на 
прямой а. Треугольник вращается вокруг точки С с сохранением формы так, что вершина А сколь-
зит по прямой а. Какую линию при этом описывает вершина В? 

7.  Найти множество точек пересечения высот треугольников, вписанных в данную окруж-
ность. 

Для индивидуальной работы по разделу «Геометрические преобразования» могут также быть 
предложены следующие темы [3; 7]: композиция движений, композиция гомотетий, движения про-

http://www.euclidea.xyz/
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странства, алгебраическое изложение отдельных вопросов теории движений, аналитический спо-
соб задания преобразований и другие. 

Достаточно редко среди заданий самостоятельной работы встречается реферирование 
научной статьи или иной публикации. Основные цели такого типа работы: научиться анализи-
ровать информацию и воспринимать научный стиль; выделять главную идею и доносить ее до 
слушателя в максимально сжатой форме; получить необходимые сведения об исследованиях в 
определенной области. Желательно предложить студенту соблюдать определенную структуру ре-
ферата. 

Отражается тема и проблема работы, поставленная цель и предмет исследования. 
Выполнена статья одним автором или коллективом авторов. Носит она теоретический или 

экспериментальный характер. 
Какие в научном мире существуют точки зрения на предмет исследования. 
Изложение основной сути научной работы. Используемые методы. 
Какой результат достигнут. Какую ценность он имеет – теоретическую, практическую, экспе-

риментальную или другую. Проанализировать выводы автора, привести свои умозаключения. 
Из известных нам публикаций, имеющих интересующую нас тематику, будущим педагогам 

полезно ознакомиться, например, с очерками [9]. 
В процессе выполнения индивидуальных заданий происходит расширение багажа знаний и 

умений студентов по конкретной дисциплине, осваиваются новые методы познания, формируется 
индивидуальный стиль работы и личностные качества. Все это способствует профессиональному 
становлению будущего учителя математики. 
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