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Аннотация. Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка с по-

стоянными коэффициентами традиционно является по ряду причин непростой задачей для студентов.  

В статье предлагается метод понижения порядка дифференциальных уравнений этого типа, сводящий задачу 

к дифференциальным уравнениям первого порядка, способы решения которых хорошо известны. 
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Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка с посто-

янными коэффициентами традиционно вызывает у студентов большое количество вопросов и, как 
показывает опыт, 80–90 % студентов не могут справиться до конца с данным заданием. Причин, из-
за которых так происходит, крайне много: от школьных пробелов в математике до чисто психоло-
гических проблем. Стандартный подход, прописанный в учебниках высшей математики, использу-
ющий метод неопределенных коэффициентов, довольно громоздок. Нахождение решения линей-
ного неоднородного дифференциального уравнения требует выучивания макета частного решения 
дифференциального уравнения, выяснения кратности корня характеристического уравнения, ра-
боты с тригонометрическими функциями и комплексными числами, а также понимания, в каких 
случаях частное решение нужно искать так, а не иначе [3]. Возник вопрос, как упростить решение 
дифференциального уравнения, чтобы студенту было проще справиться с заданием. Ответом слу-
жит метод понижения порядка дифференциального уравнения: после некоторых преобразований с 
помощью замены переменной получается дифференциальное уравнение первого порядка, способов 
решения которого довольно много [1–3]. 

Пусть требуется решить линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго по-
рядка с постоянными коэффициентами вида 

( )y py qy f x′′ ′+ + = ,     (1) 

где p  и q  – постоянные коэффициенты. 

Составим характеристическое уравнение соответствующего однородного дифференциально-

го уравнения: �� + �� + � = 0. 
Рассмотрим случай, когда дискриминант характеристического уравнения неотрицателен, а 

значит, k1 и k2 – действительные числа. Тогда уравнение (1) преобразуется к виду 

	 ′′ − ��� + ��	
′ + ����	 = ��� или 		 ′′ − ��	

′ − ���	
′ − ��	 = ���. (2) 

В результате получаем 

�	 ′ − ��	′ − ���	
′ − ��	 = ���.     (3) 

Уравнение (3) после замены g(x)=		 ′ − ��	 принимает вид 

���� − ����� = ���.     (4) 

Уравнение свелось к линейному неоднородному дифференциальному уравнению первого по-

рядка, которое можно решить, например, с помощью метода интегрирующего множителя ( )xµ . 
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µ������ − ��µ����� = µ�����.    (5) 

Интегрирующий множитель будем искать в таком виде, чтобы ����� = �′��. Тогда ле-

вую часть (5) можно преобразовать по формуле производной произведения: 

µ������ − µ′����� = µ�����,      (6) 

где   ( ) 2k dx

x eµ ∫= =���� . (7) 

Уравнение (6) перепишем в виде 

( ) ( )( ) ( ) ( )x g x x f xµ µ′ = .         (8) 

Интегрируя левую и правую часть (8) и выражая искомую функцию, имеем 

��� =
���������

���
.     (9) 

Вернувшись к переменной y, получим линейное неоднородное уравнение первого порядка: 

	 ′ − ��	 =
���������

���
.     (10) 

Таким образом, с помощью замены переменной линейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка свели к линейному дифференциальному уравнению первого порядка. 

Рассмотрим приведенную теорию на примере. 
Пример. Необходимо найти решение линейного неоднородного дифференциального уравне-

ния второго порядка 
2

2 3y y y x′′ ′− − = . 

Решая характеристическое уравнение, находим его корни 
1 2

3, 1k k= = − . Зная корни, урав-

нение можно переписать в виде 
2

3 3y y y y x′′ ′ ′− + − = . 

Сгруппируем слагаемые 

( ) ( ) 2
3y y y y x′′ ′ ′+ − + =  

и перепишем уравнение в виде 

( ) ( ) 2
3y y y y x′′ ′+ − + = . 

Сделаем замену 

g y y′= + . 

Тогда уравнение примет вид 
2

3g g x′ − = . 

Будем решать уравнение методом интегрирующего сомножителя, используя 

( ) 3xx eµ −= . 

Получаем 
3 3 3 2

3
x x xe g e g e x− − −′ − = . 

Левая часть сворачивается по формуле производной произведения 

( )3 3 2x xe g e x− −′ = . 

Интегрируя обе части, получим 
3 3 2x xe g e x dx− −= ∫ . 

Применив метод интегрирования по частям и выразив g , имеем 

2 3

1

1 2 2

3 9 27

xg x x C e= − − − + . 

Возвращаемся к замене: 

2 3

1

1 2 2

3 9 27

xy y x x C e′ + = − − − + . 
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Решая данное уравнение, получаем ответ: 

2 31

2

1 4 14

3 9 27 4

x xC
y x x e С e−= − + − + + . 

Из этого решения нетрудно выделить, как общее решение линейного однородного диффе-

ренциального уравнения, так и частное решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения. 

21 4 14

3 9 27
чр
y x x= − + −  и 

31

. 2
4

x x

о о

C
y e С e−= + . 

Если решать данное дифференциальное уравнение стандартным образом, то отличие от дан-

ного ответа будет только в общем решении, а именно в виде произвольной постоянной 
1
C . 

В заключении отметим, что предложенная идея понижения порядка линейного неоднородно-

го дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами помогает, во-

первых, закрепить методы решения дифференциальных уравнений первого порядка, а во-вторых, 

позволяет повысить процент студентов, доведших до конца решение дифференциального уравне-

ния, поскольку действия при решении сводятся к элементарным. Алгоритм этих действий хорошо 

запоминается, а через практику хорошо усваивается. 
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