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Аннотация. В статье обобщается опыт преподавания курсов теории вероятностей, математической 

статистики и случайных процессов для студентов математических и инженерных специальностей. Предложе-

на концепция обучения вероятностным дисциплинам с параллельным использованием систем компьютерной 

математики для совершенствования навыков программирования и статистического моделирования студен-

тов. Обоснована необходимость обязательного сопровождения вероятностных курсов серией практико-

ориентированных заданий, нацеленных на выработку навыков обработки больших числовых массивов, само-

стоятельной реализации изучаемых алгоритмов, включая элементы статистического моделирования. Пред-

ложен примерный перечень тем заданий, охватывающий всю линейку вероятностных дисциплин, входящих в 

учебные планы бакалавров-математиков, приведены примеры из комплекса реализованных лабораторных 

работ, выполненных в среде Mathcad и Python 3. Сформулирован перечень достигаемых профессиональных 

компетенций, вырабатываемых в процессе выполнения каждого задания. 
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Введение. В эпоху цифровизации традиционное преподавание, заключающееся в начитыва-

нии лекционного материала, сопровождающегося решением типовых задач на практических заня-

тиях, все менее популярно. А в ряде курсов, таких как линейка вероятностных дисциплин (матема-
тическая статистика, теория случайных процессов, стохастический анализ и далее), усвоение тео-

ретических понятий и выработка необходимых компетенций, в силу специфики предмета в рамках 

модели «лекция-семинар» просто неэффективны. Математическая статистика предполагает работу 
с большими массивами данных, а изучение случайных процессов лучше проходит, если мы генери-

руем эту случайность и имеем возможность визуализировать сложные для усвоения понятия. Со-

провождение курса серией лабораторных работ – лежащее на поверхности решение этой методиче-

ской проблемы [5; 10]. 
Речь идет не о глобальном пересмотре учебных планов, а об эффективном использовании до-

статочно большой доли учебного времени, отводимого на самостоятельную работу студента. На 

современном этапе материально-техническое оснащение образовательного процесса позволяет 

студенту выполнять основную часть работы в своем темпе в домашних условиях, оставив в ауди-
торной учебной сетке только установочную лекцию-демонстрацию и защиту выполненной работы. 

Темой настоящей работы является обоснование концепции обучения вероятностным дисци-

плинам с обязательным параллельным использованием систем компьютерной математики и со-
вершенствованием навыков программирования и статистического моделирования студентов. 

Наряду с использованием компьютера для визуализации изучаемого материала в аудиторных 

занятиях [2] эта концепция подразумевает разработку серии домашних заданий – лабораторных 

работ для сопровождения учебного процесса. Целью является не только освоение основных поня-
тий, но также получение навыков работы с системами компьютерной математики, в частности, мо-

делирования статистических данных. Последняя компетенция в настоящее время составляет 

неотъемлемую часть большинства исследовательских работ. 

Примерный перечень тем лабораторных заданий. 
Математическая статистика: 

1. Первоначальная обработка статистических данных; 

2. Моделирование заданного дискретного закона распределения; 
3. Моделирование абсолютно непрерывного закона распределения; 

4. Построение доверительных интервалов для параметров распределения; 

5. Проверка простых параметрических гипотез о параметрах нормального закона; 

6. Последовательный критерий отношения правдоподобия Вальда; 
7. Критерий согласия хи-квадрат Пирсона; 
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8. Создание численного критерия на основе предложенной метрики; 

9. Простейшая линейная регрессионная модель. 

Теория случайных процессов и стохастический анализ: 

1. Моделирование траекторий марковской цепи и изучение ее свойств; 

2. Моделирование гауссовского процесса с заданной автоковариационной функцией; 

3. Моделирование двумерного винеровского процесса и изучение его свойств; 

4. Моделирование и изучение свойств модели ARMA(p,q); 

5. Фильтр Калмана; 

6. Численное решение стохастических дифференциальных уравнений. 

Приведенный перечень не претендует на полноту, скорее, это список реализованных работ. 

Остановимся подробнее на некоторых пунктах. 

Первоначальная обработка статистических данных. Цель работы: освоение основных по-

нятий математической статистики и поэтапная реализация процедуры первоначальной обработки 

статистических данных. 

Эта задача встречается в любой области деятельности, ее решение уже превратилось в ру-

тинную процедуру. В таких системах компьютерной математики, как R, Excel [3; 4; 7; 8] и других, 

имеются блоки для решения как этой, так и других стандартных статистических задач. Поскольку в 

своей практической деятельности выпускник будет осуществлять первоначальную обработку дан-

ных автоматизированно, особенно важно на начальном этапе обучения подробно разобрать алго-

ритм работы соответствующих встроенных функций. Предполагается, что студент самостоятельно 

выбирает систему компьютерной математики. Ниже приведен текст условия и фрагмент выполне-

ния задания в среде MATHCAD. 

Задание. По приведенной выборке требуется: 

1. Найти крайние члены вариационного ряда и размах выборки. 

2. Осуществить группировку данных (количество интервалов находим по правилу Стёрджеса). 

3. По сгруппированным в пункте 2 данным построить гистограмму относительных частот, ис-

пользуя встроенные функции. 

4. По виду гистограммы определить возможный закон распределения, оценить параметры 

этого закона по методу моментов или максимального правдоподобия, построить совмещенные 

графики гистограммы и плотности предполагаемого закона. 

5. Найти эмпирическую функцию распределения и построить ее график; вычислить выбороч-

ное среднее и выборочную дисперсию. 

Импортируем массив данных, находим крайние члены вариационного ряда и размах выборки. 

Этот начальный этап обработки представлен на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1. Начальный этап обработки данных 

 

Осуществляем группировку и строим гистограмму относительных частот, используя встро-

енные функции (рисунок 2). 
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Рис. 2. Построение гистограммы относительных частот 

 

По виду гистограммы заключаем, что распределение эмпирических частот похоже на показа-

тельный закон, оцениваем параметр распределения � по методу моментов и строим совмещенные 

графики (рисунок 3). 

 
Рис. 3. Совмещенные графики гистограммы и подобранного закона 

 

Таким образом, в процессе выполнения работы студент осваивает не только начальные поня-

тия математической статистики, но и получает навыки работы в выбранной системе компьютер-

ной математики. Также при подборе закона распределения возникает задача оценки параметров, 

которая может быть решена разными методами, что логично приводит к изучению качества оце-

нок. Далее в процессе обучения студент может применять изучаемые критерии для проверки раз-

личных гипотез о выборке [6; 9]. 

Последовательный критерий отношения правдоподобия Вальда. Современные системы 

компьютерной математики позволяют достаточно просто и наглядно визуализировать трудные 

для усвоения понятия, к которым можно отнести отношение правдоподобия. В качестве примера 

рассмотрим лабораторную работу на критерий Вальда, здесь используются вычислительные и гра-

фические возможности MATHCAD. 
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Задание. По приведенной выборке из нормального закона с известной дисперсией ���: 

1. Постройте на уровне значимости � критерий для проверки гипотезы о значении математи-

ческого ожидания ��:	
 � 
� против простой альтернативы ��: 
 � 
�. 

2. Найдите ошибку второго рода � построенного критерия. 

3. Постройте последовательный критерий Вальда для проверки ��:	
 � 
� против альтерна-

тивы ��: 
 � 
� при заданной ошибке первого рода � и вычисленной ошибке второго рода �. 

4. Развернув таблицу данных по столбцам, примените построенный критерий к заданной вы-

борке, сформулируйте результат. Дайте графическую иллюстрацию последовательного критерия. 

5. Вычислите математическое ожидание момента принятия решения при основной гипотезе 

�� и при альтернативе ��. 

6. Сравните результаты применения критериев Вальда и Неймана – Пирсона и сформулируй-

те выводы. 

Данные. Массив объемом  � 120; 

� � 0.05 – уровень значимости; 

�� � 2-известная дисперсия; 

��:	
 � �3.5 – основная гипотеза; 

��: 
 � �4 – альтернатива. 

Критерий строим на основе статистики 
���
��
∙ √, распределение которой как известно, являет-

ся стандартным нормальным, что в случае заданной левосторонней альтернативы приводит к сле-

дующему критическому множеству: 

� � �������
∙ √  !"# � �$  
� % &'��

√( # � )$  *+.           (1) 

Тогда ошибка второго рода вычисляется по формуле 

� � ,-$ . */
�0 � 1 �Φ2!" % �����
�� √3.                     (2) 

Подставив значения констант, получаем критерий � � )$  �3.8+ и ошибку второго рода 

� � 0.137 (рисунок 4). 

 

 
Рис. 4. Вычисление критического значения и ошибки второго рода 

 

Поскольку выборочное среднее для заданного массива $ � �4.015 попадает в критическое 

множество (1), основную гипотезу нужно отклонить. 
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Далее превращаем матрицу в одномерный массив (по столбцам), используя встроенную 

функцию (рисунок 5) и строим критерий Вальда c заданной ошибкой первого рода и вычисленной 

ошибкой второго рода (2). 

6 � ��7
" , 9 � 7

��".            (3) 

 

 
Рис. 5. Чтение массива по столбцам 

 

Статистикой критерия будет случайный набор:;, $�, … $=>, где ; � min): B-$C(0 ∉ :9, 6>+, а от-

ношение правдоподобия имеет вид: 

B-$C(0 � E:�FCG,��,��>
E:�FCG,��,��>

� ∏ I:�J,��,��>
I:�J,��,��>

(
KL� � MNO ��������P

∑ $K(
KL� %  ��

P���P
���P

#.    (4) 

Критерий: если B-$C=0 R 6, то принимается ��, если B-$C=0  9, то принимается ��. 

Как видно из рисунка 6 в рассматриваемом примере, принимается альтернативная гипотеза. 

На этом же рисунке отмечено критическое значение S для критерия Неймана – Пирсона, ко-

торое, как следует из (4), равно 

S � MNO ��������P
∑ $K(
KL� %  ��

P���P
���P

#.     (5) 

 

 
Рис. 6. Иллюстрация работы критерия Вальда 
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Таким образом, формулируем вывод о совпадении результатов применения критериев Валь-

да (3) и Неймана – Пирсона с критическим значением (5) и изучаем особенности их применения. 

Выборку лучше генерировать так, чтобы данных хватило для принятия решения. 

На выходе можно ожидать прочного усвоения смысла отношения правдоподобия в контексте 

задачи проверки статистических гипотез и всего комплекса связанных с этой задачей понятий. 

Моделирование гауссовского процесса с данной автоковариационной функцией. Целью 

этой лабораторной работы является усвоение понятия автоковариационной функции на примере 

достаточно несложно моделируемого гауссовского процесса. Ниже приведен полный текст задания 

и фрагменты выполнения на языке Python3. 

Задание. На отрезке T0, UV с шагом ℎ смоделируйте  траекторий гауссовского процесса с за-

данным математическим ожиданием X:Y> и заданной автоковариационной функцией Z:Y�, Y�>. Вы-

ведите на печать две–три траектории. 

Выберите несколько сечений смоделированного процесса [\]  и постройте гистограммы отно-

сительных частот, совмещенные с теоретической плотностью распределения СВ [\]. 
Выберите несколько пар сечений построенного процесса (для далеких значений Y� и Y�, для 

близких, для соседних). Постройте для выбранных пар сечений диаграммы рассеяния, вычислите вы-

борочные коэффициенты корреляции, постройте 95 % доверительные интервалы и сравните с тео-

ретическими значениями соответствующих коэффициентов корреляции. Сформулируйте выводы. 

Данные: 

Интервал T0, UV � T0,6V; 
Шаг ℎ � 0.05; 

Число траекторий  � 180; 

Математическое ожидание X:Y> � 1 � 0.2Y; 
Автоковариационная функция Z:Y�, Y�> � 3M��|\��\P|:1 % 2|Y� � Y�|>. 
Для выполнения работы подключаем модули numpy, matplotlib.pyplot и math, присваиваем 

значения переменным и определяем вспомогательные функции для расчета математического ожи-

дания и автоковариационной функции (поскольку после центрирования процесс становится стаци-

онарным, то введем обозначение ` � Y� � Y�): 

T = 6 

h = 0.05 

n = 180 

N = int(T/h) 

def expectation(t): 

return 1 - 0.2*t 

def covariance_function(tau): 

return 3*math.exp(-2*abs(tau))*(1+2*abs(tau)) 

Создаем массив математических ожиданий a[Kb � X:cℎ> и матрицу ковариаций Σ � -�ef0, 
�ef � *gh	-[be , [bf0 � Z:ℎ:i � j>>: 

M_xhi = [expectation(h*i) for i in range(N)] 

calculate_sigma_row(i, h): 

def calculate_sigma_row(i, h): 

row = [covariance_function(h*(i-j)) for j in range(N)] 

return row 

sigma = [calculate_sigma_row(i, h) for i in range(N)] 

 

Воспользуемся библиотекой numpy для генерации выборки k̅m � :k�, k�, … , kn>	из стандартно-

го нормального распределения: 

epsilon = np.random.normal(0,1,N) 

Найдем такую нижнетреугольную матрицу o, что Σ � oom, то есть вычислим квадратный ко-

рень Холецкого из матрицы Σ. Воспользуемся функцией np.linalg.cholesky() библиотеки numpy для 

нахождения матрицы o. 

L = np.linalg.cholesky(sigma) 

Тогда матрица Σ будет ковариационной для центрированной последовательности p̅ � ok ,̅ по-

скольку 

ap̅p̅m � aok:̅ok>̅m � a:ok	̅k̅mom> � oa:k	̅k̅m>om � oqom � Σ 

Умножим матрицу o на вектор k ,̅ воспользовавшись функцией dot() библиотеки numpy, добав-

ляем ранее найденное математическое ожидание: [Kb � pK %X:cℎ> и заполняем предварительно 

инициализированный массив траекторий trajectories:  
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for i in range(n): 

epsilon = np.random.normal(0,1,N) 

eta = L.dot(epsilon) 

trajectories.append([eta[j]+M_xhi[j] for j in range(N)]) 

 

Таким образом, выполнена первая часть задания. Далее представлены некоторые из необхо-

димых графических иллюстраций и таблица выводов. 

 

 
Рис. 7. Траектории смоделированного случайного процесса 

 

 
Рис. 8. Диаграмма рассеяния для близких значений: Y� � 0 и Y� � 5ℎ 

 

 
Рис. 9. Диаграмма рассеяния для соседних значений: Y� � 0 и Y� � ℎ 
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Таблица 1 

Сравнение коэффициентов корреляции 
                              Результаты 

Пары 

сечений 

Выборочный  

коэффициент 

 корреляции 

Теоретический  

коэффициент  

корреляции 

Доверительный  

интервал 

Y� � 0, Y� � 50ℎ 0.0432 0.0404 [-0.1038, 0.1881] 

Y� � 0, Y� � 5ℎ        0.9274 0.9098 [0.9032,0.9451] 

Y� � 0, Y� � ℎ          0.99531 0.99532 [0.9937,0.9964] 

 

В результате выполнения этой лабораторной работы наглядно усваиваются понятия траек-

тории и сечения случайного процесса, его автоковариационной функции, а также приобретаются 

навыки работы в выбранной вычислительной среде. 

Заключение. Математическая статистика и другие вероятностные дисциплины в настоящее 

время важны как никогда, поскольку являются одной из основ таких актуальных курсов, как Big 

Data Science, Machine learning, искусственный интеллект, нейронные сети и т. п. Компетентностный 

подход, положенный в основу современных образовательных технологий, требует не только и не 

столько накопления знаний, но скорее, умения применять полученные знания для решения прак-

тико-ориентированных задач [1]. На выходе после изучения курса ТВиМС, обогащенного комплек-

том лабораторных работ с элементами визуализации изучаемых понятий [2], должна быть достиг-

нута компетенция осмысленного применения стандартных математических пакетов при решении 

статистических задач в практической и исследовательской деятельности. 
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Abstract. The article summarizes the experience of teaching courses in probability theory, mathematical statis-

tics and random processes for students of mathematical and engineering specialties. The concept of teaching probabil-

istic disciplines with parallel use of computer mathematics systems to improve students' programming and statistical 

modeling skills is proposed. The necessity of mandatory support of probabilistic courses with a series of practice-

oriented tasks aimed at developing skills in processing large numerical arrays, independent implementation of the 

studied algorithms, including elements of statistical modeling, is substantiated. An approximate list of task topics cov-
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ering the entire range of probabilistic disciplines included in the curricula of bachelor mathematicians is proposed, 

examples from a set of implemented laboratory work performed in Mathcad and Python 3 are given. The list of 

achieved professional competencies developed in the process of performing each task is formulated. 
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