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Аннотация. Представлен названный оптисекцией новый метод минимизации унимодальных функций, 

основанный на оптимальном отсечении отрезков. Показано, что во всех случаях метод работает быстрее ана-

логичных классических методов своего семейства – метода бисекции и метода золотого сечения. При мини-

мизации строго унимодальных функций оптисекция работает на 15–25 % быстрее метода золотого сечения и 

в 1,5–2 раза быстрее метода бисекции. Метод находит минимум монотонных функций за 5 обращений к ним. 

Функции-константы распознаются оптисекцией за 3 вычисления. При минимизации функций с плоским дном 
быстродействие метода сопоставимо со скоростью распознавания монотонных функций.  
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Введение. Одномерной минимизации обычно подвергают унимодальные функции. Под уни-

модальной будем понимать функцию, отвечающую определению [4; 5], согласно которому на от-
резке G = [a, b] существуют делящие его на три сегмента числа α и β, а ≤ α ≤ β ≤ b, такие, что: 

1) при а < α на отрезке [а, α] функция f(x) монотонно убывает;  
2) при β < b на отрезке [β, b] она монотонно возрастает;  
3) на отрезке [а, β] функция постоянна и достигает своего минимума. 
На практике чаще всего применяются численные методы семейства отсечения отрезков, суть 

которых состоит в последовательном отбрасывании на каждой итерации части отрезка неопреде-
ленности, способствуя тем самым его сжатию до тех пределов, пока не выполнится условие остано-
ва процесса оптимизации 

b – a < e, 
где e – малое положительное число, определяющее точность расчетов.  

В семействе данных методов наибольшей известностью пользуются ставшие классическими 
метод бисекции (МБ) (другое название «метод дихотомии») и метод золотого сечения (МЗС) [4; 5; 
7]. Качество таких методов определяется не только их надежностью, что свойственно обоим мето-
дам, но и быстродействием, под которым понимают необходимое для решения задачи количество 
обращений к функции. Чем меньше таких обращений, тем быстрее работает метод.  

На каждой итерации методу бисекции требуется два вычисления целевой функции, при этом 
отрезок неопределенности уменьшается в два раза. Второй метод только на первой итерации тре-
бует два ее вычисления, на остальных итерациях необходимо только одно. Хотя сокращаемый от-
резок меньше, за счет этого быстродействие метода золотого сечения оказывается выше.  

Считается, что в данном семействе методов им нет конкурентов с точки зрения лучшего 
быстродействия [7]. Действительно, метод золотого сечения не имеет ресурсов для улучшения. Ме-
тод бисекции можно было бы улучшить, если бы удалось довести количество обращений к функции 
до одного на каждой итерации или хотя бы уменьшить их. Однако, как считается, в рамках концеп-
ции метода такое улучшение невозможно. Тем не менее есть работы, в которых показано, что при 
определенных условиях количество обращений к функции можно уменьшить. Этот алгоритм наз-
ван методом экономной дихотомии [2; 3; 8].  

В настоящей работе предложен новый метод отсечения отрезков, который на каждой итерации 
требует только одно вычисление функции. Метод быстро распознает монотонные функции и функ-
ции-константы, быстро работает при поиске экстремума функций с плоским дном (α < β). Проведена 
оптимизация метода и выполнено сравнение методов с точки зрения их быстродействия на примерах 
минимизации функций различного типа – монотонных, констант, функций с плоским дном и строго 
унимодальных функций.  
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1. Описание метода. В основу метода, который предназначен для нахождения абсциссы ми-

нимума унимодальной функции f(x) на отрезке G = [a, b] с точностью до e, положен принцип опти-

мального сечения отрезка в заданном отношении.  

Для краткости по аналогии с бисекцией назовем метод оптисекцией.  

В рамках метода сначала вычислим три точки w[0], w[1], w[2] по формулам 

[ ] [ ][ ]. ( 1)( ) / 4, . ( . ) 0,1,2.,w i x a i b a xw i w iy f i= + + − = =   (1) 

Следующим шагом является проверка функции f(x) на монотонность. Ниже приведен код ло-

гической функции Mnt, которая предназначена для такой проверки. 

 

Логическая алгоритм-функция Mnt.  

// Проверка функции на монотонность. 

Входные данные: 

a, b – границы отрезка, f – имя функции, e – точность расчетов, k – текущее количество обращений к 

функции, 

w[0], w[1], w[2] – три вычисленные точки.  

Выходные данные: 

x – решение, если функция монотонна, k – счетчик обращений к функции,  

Result – значение функции Mnt: истина или ложь. 

1. Result:= false; 

2. if (w[0].Y < w[1].Y) and (w[1].Y < w[2].Y) then t[-1]:= 1 else t[-1]:= 0; 

3. if (w[0].Y > w[1].Y) and (w[1].Y > w[2].Y) then t[ 1]:= 1 else t[ 1]:= 0; 

4. if t[-1] = 1 then // монотонное возрастание 

 begin i:= 0; g:= a0; j:= -1; end  

 else 

 if t[1] = 1 then // монотонное убывание 

 begin i:= 1; g:= b0; j:= 1; end  

 else exit; // монотонность не подтвердилась 

5. begin 

 z1.x:= g; z1.y:= f(g); k:= k+1; 

 w[1]:= w[0]; w[1]:= w[2]; w[2]:= z1; 

 end; 

 6. if Sign(w[i].y-z1.y) = 1 then 

 begin 

 z2.x:= g-j*e; z2.y:= f(z2.x); k:= k+1; 

 w[1]:= w[0]; w[1]:= w[2]; w[2]:= z2; 

 if Sign(z2.Y-z1.y) = 1 then 

 begin x:= g; Result:= true; end; 

 end; 

 

Если ординаты трех упомянутых точек образуют монотонную последовательность – возрас-

тающую или убывающую (блоки 2, 3), то алгоритм Mnt подвергает функцию f(x) окончательной 

проверке на монотонность. Если такая последовательность возрастающая, то вычисляется значе-

ние f(a). Если эта точка вписывается в гипотезу, то вычисляется значение f(x+e). Если f(x+e) ≥ f(a), то 

в силу унимодальности функция f(x) является монотонно неубывающей. В этом случае Mnt = true и 

решением задачи будет x = a. Аналогичны рассуждения для монотонно убывающей функции. Для 

нее решением будет x = b.  

Таким образом, для установления факта монотонности функции f(x) методу требуется пять 

обращений к ней.  

Если функция не монотонна, то выполняется проверка условия 

w[0].Y = w[1].Y = w[2].Y.  (2) 

Если условие (2) выполнено, то в силу унимодальности функция f(x) является константой, 

либо у нее сразу обнаружено плоское дно. В таких случаях решением будет абсцисса любой из этих 

точек. Если таковое не обнаружено при первых трех вычислениях функции, то не исключено, что 

плоское дно может быть обнаружено в процессе поиска на последующих итерациях.  

Не прошедшие данные фильтры функции являются строго унимодальными с точкой текуще-

го минимума и новыми границами отрезка 
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( [ ]) 0,1,2,..., 1,

[0] , [2], .

,
x

m Min w i i k

a w x b w x

= = −

= =
 

где k – количество обращений к функции.  

Далее выполняется поиск, основанный на сечении отрезка в заданном отношении c.  

 

Процедура Ratio поиска минимума функции f(x) методом деления отрезка в заданном отно-

шении 

// Поиск минимума унимодальной функции 

Входные данные: 

a, b – границы отрезка, f – имя функции, e – точность расчетов, k – текущее количество обращений к 

функции, c – параметр деления отрезка в заданном отношении.  

Выходные данные: 

x – решение, если функция монотонна, k – счетчик обращений к функции,  

 repeat // цикл итераций 

 1. if (m.x-a) > (b-m.x) then p.x:= c*a+(1.0-c)*m.x else p.x:= c*b+(1.0-c)*m.x; // абсцисса новой точки 

 p.y:= f(p.x); k:= k+1; // вычисление ординаты и обновление количества обращений к функции  

 2. if m.y > p.y then // если найден новый минимум 

 begin 

 if m.x < p.x then a:= m.x else b:= m.x; // сжатие отрезка 

 m:= p; n:= 1; 

 end 

 else 

 begin 

 if m.y = p.y then // найдена точка с повторившимся минимумом 

 begin 

 n:= n+1; // новое количество последних точек с одинаковыми ординатами 

 if n = 3 then Goto Fin; // если таких точки 3, то обнаружено плоское дно 

 end; 

 if m.x < p.x then b:= p.x else a:= p.x; // сжатие отрезка 

 end; 

 3. e0:= abs(m.x)*e+1.0e-10; 

 until abs(m.x-(a+b)/2.0) <= 2.0*e0-0.5*(b-a); // конец цикла при выполнении условия сходимости  

 Fin: x:= m.X; 

 

Суть метода такова. Точка m текущего минимума функции делит отрезок [a, b] на два сегмен-

та [a, m.x] и [m.x, b]. Из них выбирается тот, который длиннее, и он делится в отношении c, образуя 

на сегменте точку p вычислениями по одной из формул оператора 1. При c = 0.5 это соответствует 

бисекции, когда p будет расположена в середине наиболее длинного сегмента. При c < 0.5 она будет 

ближе к точке минимума, при c > 0.5 дальше от него. Представляется разумным располагать такую 

точку ближе к точке текущего минимума, то есть полагать c < 0.5. Однако слишком близко к ней 

располагать нельзя, ибо тогда процесс поиска решения может замедлиться. Это наводит на мысль, 

что существует оптимальное значение параметра c, которое для разных функций и отрезков не-

определенности будет разным. Найти оптимальное значение параметра c можно на основании ре-

зультатов анализа вычислительного эксперимента.  

В качестве условия останова процесса использован оператор 3. Условие заимствовано из ра-

боты [6]. Ее автор предупреждает, что оно иногда может давать ошибку. В результате проведенных 

вычислительных экспериментов установлено, что такое иногда имеет место при минимизации мо-

нотонных функций. Однако рассматриваемый метод, как упомянуто выше, быстро находит реше-

ние для функций такого типа, поэтому при использовании данного условия останова ошибок он не 

должен давать. 

2. Оптимизация метода по параметру c. Для определения оптимального значения парамет-

ра c были проведены вычислительные эксперименты на примерах минимизации 45-ти строго уни-

модальных функций без плоского дна. При этом для каждой функции варьировали значения границ 

a, b интервалов неопределенности так, что получилось около 1000 задач. Кроме того, эксперименты 

проводились для различных значений параметра точности e – от относительно больших, которые 

используются в большинстве практических расчетов, до весьма малых, которые обычно использу-

ются для исследования метода на надежность и вычислительную устойчивость.  
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Для проведения вычислений использовали среду Delphi, оперируя числами с 19–20 значащи-

ми цифрами [9]. Наиболее показательными оказались результаты, соответствующие весьма высо-

кой точности расчетов e = 10-10. Примеры расчетов приведены в таблице 1.  

 

Таблица 1 

Зависимости количества k обращений к функции f(x) от параметра c 

1 ( )2
( ) 1 ln( ) cos 2 4 , [2.7,3.1]f x x x G = + − = 

 

 
c 0.01 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5 

k 116 71 45 40 38 35 39 47 55 

2 
3 2( ) 3 5 8, [1.0,5.0]f x x x x G= − − + =  

 
c 0.01 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5 

k 99 65 53 41 35 39 44 52 61 

3 
4 2( ) 1.2 ( ), cos( ), , , [ 0.6,1.1]f x Max exp x x x x G = + − = −   

 
c 0.01 0.03 0.05 0.1 0.15 0.2 0.3 0.4 0.5 

k 248 135 59 48 49 43 43 51 57 

 

Как видно из таблицы 1, при оптимизации функции 1 минимум количества k обращений к 

функции обнаружен при c = 0.2. Для второй функции оптимальным является c = 0.15. Для третьей 

функции оптимальны c = 0.2 и c = 0.3.  

Аналогичные результаты с отклонением не более чем на 0.1 в ту или другую сторону от зна-

чения c = 0.2 имели место для большинства экспериментов. Каких-либо значительных отклонений 

от обнаруженных оптимальных значений не выявлено. Поэтому на практике можно использовать 

любое число из диапазона c = [0.1, 0.3]. Средним является c = 0.2, которое использовалось в качестве 

оптимального в дальнейших расчетах.  

Отметим, что при относительно небольшой точности диапазон значений параметра несколь-

ко шире, но обнаруженное оптимальное значение остается прежним.  

3. Сравнительный анализ быстродействия метода. Для сравнительного анализа быстро-

действия метода выполнены расчеты функций различных типов методами бисекции, золотого се-

чения и оптисекции.  

В таблице 2 приведены данные для двух строго монотонных функций. 

 

Таблица 2 

Сравнительные данные о быстродействии методов при минимизации строго  

монотонных функций 

1 ( ) 29 16 / , [1.5,4.5]f x x G= + =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 26 21 5 60 45 5 

2 ( ) 1.5 exp( ), [1.5,4.5]f x x G= + =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 34 26 5 66 49 5 

 

Из таблицы 2 видно, что при минимизации строго монотонных функций даже при относи-

тельно невысокой точности e = 10-4 метод работает быстрее бисекции примерно в 5 раз, а золотого 

сечения в 4 раза. При высокой точности e = 10-9 метод работает еще быстрее: в сравнении с бисек-

цией примерно в 12 раз и золотым сечением в 9 раз.  

В таблице 3 приведены результаты минимизации трех функций с плоским дном. 

 

Таблица 3 

Сравнительные данные о быстродействии методов при минимизации функций  

с плоским дном 

1 ( ) 1, [1.9,3.1]f x G= =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 26 20 3 60 44 3 
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  Окончание табл. 3 

2 
2( ) 1.5 cos(4 ),0.5 , [2.9,3.2]f x Max x G = + − =   

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 22 17 8 54 41 8 

3 [ ]( ) 3 4cos( ), 3 , [0.1,4.9]f x Max x G= + − =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 30 22 8 62 46 8 

 
Как видно из таблицы 3, в сравнении с бисекцией и золотым сечением при минимизации 

функций с плоским дном метод демонстрирует существенно более высокое быстродействие. Для 
функции-константы в 7–20 раз, для функций с плоским дном в 3–7.  

Приведенные примеры минимизации хотя и встречаются в практических задачах, и для них 

высокое быстродействие метода тоже важно, однако такие функции нетипичны: больший интерес 

представляют результаты минимизации строго унимодальных функций (a < b, α = β). В таблице 4 
приведены сравнительные результаты расчетов для таких функций.  

 

Таблица 4 

Сравнительные данные о быстродействии методов при минимизации  
строго унимодальных функций 

1 
2( ) 0.2 ( 1.5) [0.3,3.2]f x x G= + − =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 30 23 19 62 47 38 

2 ( )
4

( ) 12 1000 2.8 , [1.5,4.3]f x x G= + − =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 28 22 17 60 46 24 

3 [ ]( ) 4,6sin( ) , [1.6,1.9]f x Max x x G= + =  

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 32 18 15 56 42 36 

4 
4 2( ) 1.2 exp( ),cos( ), , , [ 0.6,1.1]f x Max x x x x G = + − = −   

 

e 10-4 10-9 

Метод МБ МЗС МОС МБ МЗС МОС 

k 32 18 15 56 42 36 

 

Основной вывод, который вытекает из анализа представленных в таблице 4 данных, состоит 

в том, что во всех случаях при минимизации строго унимодальных функций оптисекция работает 

быстрее упомянутых классических методов. Анализ многочисленных расчетных данных показал, 
что независимо от характера минимизируемых функций – гладких (в таблице 4 это функции 1 и 2) 

или функций с изломами (функции 3, 4), оптисекция работает быстрее метода золотого сечения на 

15–25 % и в 1,5–2 раза быстрее метода бисекции.  
Заключение. В работе представлен названный оптисекцией новый метод минимизации уни-

модальных функций, основанный на оптимальном отсечении отрезков. В результате многочислен-

ных вычислительных экспериментов по минимизации строго унимодальных функций показано, 

что метод работает быстрее самого быстрого из своего семейства метода золотого сечения на 15–
25 % и в 1,5 – 2 раза быстрее метода бисекции. Метод оптисекции быстро находит минимум моно-

тонных функций за 5 обращений к каждой из них. Функции-константы распознаются оптисекцией 

за 3 вычисления. Метод демонстрирует высокое быстродействие и при минимизации функций с 

плоским дном.  
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