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Аннотация. Группы преобразований плоскости и пространства являются одним из наиболее нагляд-

ных примеров групп преобразований. Идея инвариантности некоторой конфигурации относительно опреде-

ленной группы преобразований пришла из кристаллографии. Первым шагом в этом направлении является 

изучение групп симметрий плоских и пространственных фигур. В статье рассматриваются диэдральные груп-

пы подстановок, их нормальные циклические подгруппы, предложены геометрические схемы данных групп, 

позволяющие наглядно представлять изучаемые факты и способствующие их осознанному восприятию. 

Представлено доказательство двух теорем о строении элементов группы С�. Элементы групп диэдра выража-

ются через элементы неприводимых систем образующих данных групп, что значительно упрощает доказа-

тельства теорем и сопутствующие вычисления, позволяет применить изученные факты для решения практи-

ческих задач. Рассмотренные результаты могут быть использованы для организации исследовательской дея-

тельности студентов, проектирования элективных курсов магистрантами математических направлений под-

готовки. 

 

Ключевые слова: преобразование, диэдральная группа подстановок, система образующих, граф, 

строение элементов диэдральной группы. 

 

Историко-методологические вопросы изучения теории групп, группы преобразований и под-

становок подробно описаны в книгах [1; 3; 5]. На спецкурсах, в дипломных работах студенты и ма-

гистранты математических направлений подготовки изучают группы преобразований и подстано-

вок, применяют изученные факты в различных областях математики, в решениях практических 

задач и при проектировании элективных курсов по математике для профильной школы [6; 7; 9]. В 

статьях [2; 8] описываются цели, принципы отбора и краткое содержание учебного материала для 

элективного курса. 

1. Группа диэдра D3 

 Рассмотрим правильный треугольник (рис. 1). Центр правильного 

треугольника (точка О) является центром симметрии. Повороты P0, ����  , ����  на углы 0,  
�	
 ,  

�	
  соответственно вокруг точки О против часовой 

стрелки переводят треугольник  в себя. Кроме того, имеется три осевых 

симметрии Sl, Sm, Sn, определяемых осями симметрии l, m, n, проходящи-

ми через вершины правильного треугольника и середины его противо-

положных сторон. Совокупность преобразований P0, ����  , ���� , Sl, Sm, Sn 

треугольника в себя образует группу относительно композиции (умно-

жения) преобразований. Удобно рассмотренные геометрические преоб-

разования описывать подстановками. Занумеруем вершины правильного треугольника числами 1, 

2, 3 и опишем каждое его преобразование подстановкой на множестве вершин треугольника � = � 1 2 3�(1) �(2) �(3)�, где �(�) – номер места, которое после выполнения соответствующего 

преобразования заняла вершина k  (k  {1, 2, 3}). В результате получаем соответствие между само-

совмещениями треугольника и подстановками множества вершин треугольника: �� ⇔ �1 2 31 2 3� = �,���� ⇔ �1 2 32 3 1� = (1, 2, 3), ���� ⇔ �1 2 33 1 2� = 1, 3, 2), �� ⇔ �1 2 31 3 2� = (2, 3),   �� ⇔ �1 2 33 2 1� = (1, 3),   �� ⇔ �1 2 32 1 3� = (1, 2). 

Группа симметрий правильного треугольника изоморфна симметрической группе подстано-

вок S3. Подстановки в дальнейшем будем записывать в циклической форме записи: S3 = { �, (1, 2, 3), 

(1, 3, 2), (2, 3), (1, 3), (1, 2)}. Правило умножения подстановок: ∀!"#1, 2, 3, … , %& ѱ ∙ �(!) = ѱ(�(!)) 
В произведении первый сомножитель � пишется справа, а второй  – слева. 

                                                                 

© Евсюкова Е. В., 2018 
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 Геометрическим эквивалентом группы и одним из способов ее наглядного представления 

является граф. Граф группы невозможно построить без знания ее неприводимой системы обра-

зующих [4]. 

Множество H называется системой образующих группы <G,  >, если 

 (∀ )" *) (∃ℎ-, ℎ�, …, ℎ�  " .) ( ∃�-, ��, … , �� ∈ #−1, 1&)) = ℎ-12 ∙ ℎ�1�  ∙ … ∙∙ ℎ�13   
Система образующих H группы G называется неприводимой, если никакая ее подсистема не 

является для группы G ее системой образующих. 

План построения графа конечной группы малого порядка [9]:  

1) находим для данной группы неприводимую систему образующих;  

2) каждому элементу группы ставим в соответствие вершину графа; 

3) строим таблицу умножения элементов группы на образующие элементы;  

4) опираясь на таблицу, строим граф группы, соединяя вершины графа стрелками разного 

типа (каждому элементу h из неприводимой системы образующих соответствует стрелка опреде-

ленного вида); стрелка выходит из вершины графа, изображающей элемент g данной группы, и 

приходит в вершину, изображающую элемент h · g, где g является первым сомножителем, а h явля-

ется вторым сомножителем (причем различные стрелки графа не должны пересекаться, но могут 

иметь общие начало или конец).    

В качестве неприводимой системы образующих группы симметрий правильного треугольни-

ка, представленных подстановками (она называется группой диэдра D6), выберем подстановки  

α = (1, 2, 3) и β = (1)(2, 3) = (2, 3). Подстановка α задает поворот правильного треугольника на угол �	
  вокруг его центра против часовой стрелки в плоскости того треугольника, а β задает осевую 

симметрию относительно оси l (рис. 1). Все остальные элементы группы диэдра D6 выразим через 

образующие элементы α и  β: 45 = #6, 6�, 6
 = �, 7, 7 ∙ 6, 7 ∙ 6�&,  7� =  �, 6 ∙ 7 =  7 ∙  6�. 

Подстановки 6
 = �, 6, 6� задают повороты правильного треугольника вокруг его центра 

против часовой стрелки на углы 0,  
�	
 ,  

�	
  . С
 = #�, 6, 6�& образует циклическую подгруппу в группе 45 . Подстановки  7, 7 ∙ 6, 7 ∙ 6�  задают  осевые симметрии с осями l, m, n соответственно. Вычислим 

произведения элементов группы 45 на образующие элементы α и  β (табл. 1) и построим граф груп-

пы 45 (рис. 2). 
                               

 

                                              Таблица 1 ∙ 6 7 � 6 7 6 6� 7 ∙ 6 6� � 7 ∙ 6� 7 7 ∙ 6� � 7 ∙ 6 7 6 7 ∙ 6� 7 ∙ 6 6� 

 

 

 

 
                                                                                                                                           Рис. 2 

 

На графе (рис. 2) переход от  элемента  ) к элементу 6 ∙ ) происходит по сплошной стрелке, а 

переход от элемента ) к элементу 7 ∙ ) происходит по пунктирной стрелке. 

2. Группы диэдра D2n. В статье [9] рассмотрена группа диэдра 48 = #6, 6�, 6
, 6� = �, 7, 7 ∙ 6, 7 ∙ 6�, 7 ∙ 6
&, где 6 = (1, 2, 3, 4), 7 = (2, 4), 

построена таблица умножения элементов 48  на ее образующие элементы α и  β и построен граф  48 . Выбранный нами способ задания элементов группы диэдра в рассмотренных двух случаях под-

дается обобщению. Занумеруем вершины правильного n-угольника числами 1, 2, …, n. Элементы 

группы симметрий правильного n-угольника, представленных подстановками (группы диэдра D2n), 

можно перечислить, используя в качестве неприводимой системы образующих подстановки  6 = (1, 2, 3, … , %) и  

76�∙ 6�

6� 

6 � 

7 
76
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7 = :(1)(2, %)(3, % − 1) … �%2 , %2 + 2� � %2 + 1� , % = 2<, <"=/#1&,
(1)(2, %)(3, % − 1) … �% + 12 , % + 32 � , % = 2< − 1, <"=/#1&. @ 4�� = #6, 6�, 6
, 6�, … , 6�A-, 6� = �, 7, 7 ∙ 6, 7 ∙ 6�, … , 7 ∙ 6�A-&, 

где 7� = � , 6 ∙ 7 = 7 ∙ 6�A-. 

Подстановка 6 соответствует повороту правильного n-угольника на угол 
�	�  вокруг его центра 

против часовой стрелки в плоскости этого треугольника, подстановка 7 соответствует осевой сим-

метрии относительно оси, проходящей через вершину 1 и центр правильного n-угольника. 

  С� = #�, 6, 6�, … , 6�A-& – группа поворотов правильного n-угольника вокруг его центра про-

тив часовой стрелки на углы 0,  
�	� ,  

�	� ,…, 
�(�A-)	�  соответственно, представленная подстановками. С� 

является нормальной циклической подгруппой в 4�� . Преобразования, заданные подстановками 7, 7 ∙ 6, 7 ∙ 6�, … , 7 ∙ 6�A-, соответствуют осевым симметриям с осями, проходящими через центр 

правильного n-угольника, порядок каждого из этих элементов равен 2. 

Общий способ построения графа группы диэдра 4�� описан в статье [9]. 

3. Геометрические схемы групп диэдра и их подгрупп 
Таблица 2 

 

Группы 

подстановок 
Соответствующие изоморфные группы 

С3 = А3 

Группа поворотов пра-

вильного треугольника 

Группа поворотов двойной 

правильной треугольной пи-

рамиды 

Группа поворотов правильно-

го двухмерного симплекса  с 

тремя вершинами 

D6 = S3 

Группа симметрий пра-

вильного треугольника 

Группа симметрий двойной 

правильной треугольной пи-

рамиды 

Группа симметрий правильно-

го двухмерного симплекса  с 

тремя вершинами 

D8 

Группа симметрий 

квадрата 

Группа симметрий двойной 

правильной четырехугольной 

пирамиды 

нет 

D2n 

Группа симметрий пра-

вильного n-угольника 

Группа симметрий двойной 

правильной n-угольной пира-

миды 

нет 

(при n > 3) 

Сn 

Группа поворотов пра-

вильного n-угольника 

Группа поворотов двойной 

правильной n-угольной пира-

миды 

нет 

(при n > 3) 

 

Дополнительные сведения можно найти в книге [10]. 

4. Строение элементов Cn. Наименьшее натуральное число n, такое, что an = e называется по-

рядком элемента а группы <G, · > и обозначается |!| = n. 

Известно [5]: 

1. !C = D → F ⋮ |!|. 
2. 6 = (1, 2, … , %), |6| = %, т. е. порядком цикла является его длина. 

3. Пусть � = с- ∙ с� ∙ … ∙ сI, где с-, с�, … , сI – независимые циклы, тогда |�| = НОК[ N(O-), N(O�), … , N(OI)], где символом N(OQ) обозначена длина цикла OQ . 

Теорема 1. Если 6 = (1, 2, … , %), R61R = N, � ∈ #1, 2, … , % − 1&, НОД (�, %) =  T, то N = �W. 

Доказательство. R61R = N, поэтому (61)� = 61� = �  и (� ∙ N) ⋮ %. НОД (�, %) =  T, тогда (∃�-, %-"=) � =  �- ∙ T, % = %- ∙ T, где НОД (�-, %-) = 1. Так как (� ∙ N) ⋮ %, то (�- ∙ T ∙ N) ⋮  (%- ∙ T), поэтому (�- ∙ N) ⋮  %-. Поскольку НОД (�-, %-) = 1, получаем N ⋮  %-. Воспользуемся тем, что порядок цикла 6 ра-

вен его длине n, получим: (61)�2 = 61∙�2 = 6(12∙W)∙�2 = 612(W∙�2) = 612∙� = (6�)12 = (�)12 = � . 
По условию R61R = N, поэтому %- ⋮ N. Учитывая, что N ⋮  %- получим N =  %- = �W. 

Теорема 2. Если 6 = (1, 2, … , %), то элемент 61 ∈  X� является произведением d независимых 

циклов длины 
�W, где � ∈ #1, 2, … , % − 1&, T = НОД (�, %).  

Доказательство. Если k = n, то теорема справедлива. Методом от противного докажем, что 

при � ∈ #1, 2, … , % − 1& подстановка 61 не имеет неподвижных элементов. Предположим противное. 

Пусть 61(!) = !. Поскольку 6(!) = ! + 1 для ! ∈ #1, 2, … , % − 1& и 6(%) = 1, то 61(!) = ! ≡ ! +�(<ZT %), т. е. � ⋮  %, что невозможно, так как � < %. 
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Если 61 =  с- ∙ с� ∙ … ∙ сI – произведение независимых циклов, длины которых N(O-), N(O�), … , N(OI), причем N(O-) ≤ N(O�) ≤  … ≤ N(OI), то после возведения в степень N = N(O-) обеих 

частей равенства имеем: (61)� = 61� = (с- ∙ с� ∙ … ∙ сI)� =  (с-)� ∙ (с�)� ∙ … ∙  (сI)� =  � ∙ (с�)� ∙ … ∙  (сI)�– подстановка с не-

подвижными элементами из цикла с-. Поэтому (� ∙ N) ⋮ % и (∃F ∈ =) � ∙ N = % ∙ F. Тогда 61� =  6�C =(6�)C =   �C =  �, следовательно,  61� =  (с-)� ∙ (с�)� ∙ … ∙  (сI)� =  � ↔ (сQ)� = � (при ^ ∈ #1, 2 … , _&), так как все циклы  с-, с�, … , сI 

независимые. |OQ| = N(OQ), тогда имеем N ⋮ N(OQ),  но N = N(O-) ≤ N(O�) ≤  … ≤ N(OI), а это возможно, лишь 

когда имеет место равенство N = N(O-) = N(O�) = ⋯ = N(OI). Кроме того, R61R = НОК[ N(O-), N(O�), … , N(OI)] = N  

По теореме 1 имеем: N = �W, где T = НОД (�, %), отсюда T = �� . 

Ранее доказано, что подстановка 61 не имеет неподвижных элементов, поэтому количество 

символов % = N(O-) + N(O�) + … + N(OI) = _ ∙ N, следовательно, _ = �� = T. 

Следствие. Среди элементов подгруппы С� = #�, 6, 6�, … , 6�A-& для каждого делителя d числа 

n (и только для них) имеем ровно � ��W� подстановок, разлагающихся в d независимых циклов. 

В [9] сформулированы теоремы о строении элементов  4�� \ X�, сформулированы и решены 

комбинаторные задачи, решаемые с помощью изложенных теоретических фактов.   
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Abstract. Groups of plane and space transformations are one of the most obvious examples of transformation 

groups. The idea of the invariance of some configuration with respect to a certain group of transformations came from 

crystallography. The first step in this direction is the study of symmetry groups of planar and three dimensional fig-

ures. The paper considers dihedral groups of permutations, their normal cyclic subgroups, geometric schemes of these 

groups are proposed, which make it possible to visually represent the facts studied and contribute to their conscious 

perception. A proof of two theorems on the structure of the elements of the group Cn is presented. Elements of dihedral 

groups are expressed in terms of elements of irreducible systems of generators of these groups, which greatly simpli-

fies the proofs of theorems and computational calculations, allows us to apply the facts studied to solve practical prob-
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lems. The considered results can be used for organization of research activity of students, designing elective courses by 

undergraduates of mathematical directions of preparation. 

 

Keywords: transformation, the dihedral group of permutations, the generating system, structure of dihedral 

group elements. 
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