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Аннотация. В настоящей работе бутстреп методами проводится статистическое обоснование и выбор 

модели, характеризующей вид зависимости расположения первой зоны разрушения от предела прочности в 

задаче зональной дезинтеграции горных пород вокруг глубоких подземных выработок, в условиях рассмот-

рения предельно малой выборки натурных данных. В качестве оценки исследуемой зависимости выступает 

коэффициент детерминации, значение которого определяется через ранее разработанный алгоритм построе-

ния доверительного интервала коэффициента детерминации. Проведен сравнительный анализ полученных 

доверительных интервалов традиционными и бутстреп методами. Получена оценка отклонения коэффици-

ента детерминации от границ его бутстреп доверительного интервала в зависимости от размерности бутст-

реп выборки. Подтверждена статистическая значимость модели линейного вида зависимости расположения 

первой зоны разрушения от предела прочности. 
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Исследования зонального разрушения массива горной породы вокруг выработки в условиях 

сильного сжатия отличаются высокой сложностью и разнообразием используемых методов [2; 5; 9]. 

Общее стремление исследователей в данной области направлено на выявление законов, характери-

зующих геомеханические явления. Однако высокая себестоимость новых месторождений не позво-

ляет оперировать большими объемами данных, что сильно осложняет получение аналитических 

результатов. 

В качестве возможного решения проблемы предлагается использовать методы численного 

ресамплинга, позволяющие расширять объемы выборки в несколько раз [10]. В частности, в работе 

[6] автором используются бутстреп методы при исследовании аналитической зависимости пара-

метра периодичности функции дефектности от положения зон разрушения в задаче дезинтеграции 

горных пород. Полученный результат имеет существенное преимущество по сравнению с традици-

онными подходами, его качество напрямую зависит от числа бутстреп реализаций и объема бутст-

реп выборки, что особенно значимо в работе с предельно маленькой выборкой. 

В настоящей работе с помощью бутстреп методов проводится статистическое обоснование 

аналитической зависимости расположения середины первой зоны разрушения от предела прочно-

сти. Определена наиболее значимая модель, характеризующая рассматриваемую зависимость. 

Обратимся к задаче о распределении поля напряжений вокруг выработки круглого сечения, 

которая рассматривается как плоская и стационарная, в условиях несжимаемости и гидростатично-

сти нагружения на бесконечности: 

 

Бигармоническое уравнение для функции дефектности определено как 

 

и граничные условия  

 

где – нормальное радиальное напряжение, – нормальное тангенциальное напряжение, 

∆ – оператор Лапласа, γ – параметр периодичности модели. Решение для расстояния от центра вы-

работки до точки массива определено в виде: 
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где  – функции Бесселя, Неймана и Макдона

Ранее в работах [7; 8] автор исследовал параметр периодичности функции дефектности, о

ределение которого позволяет осуществлять прогноз в разработках последующих месторождений. 

Методами статистического анализа на основе натурных 

отражающая экспоненциальную зависимость параметра периодичности от положения середины 

первой зоны разрушения. Установлено, что расположение зон разрушения экспоненциально зав

сит от предела прочности породы. Определен

роды, при котором параметр периодичности определяется с высоким уровнем достоверности.

В работе [4] установлено, что зависимость положения середины первой зоны разрушения, 

измеряемой в относительных к радиусу

на одноосное сжатие – σ, выражается в аналитической зависимости линейного вида:

В работе [7] автором получена альтернативная модель данной зависимости нелинейного вида: 

Небольшая разница в соответст

смотренных моделей (99,12% – линейный, 98,18% 

натурных данных не позволяют однозначно определить более приемлемую модель. Поэтому в

прос уточнения раннее полученно

статистической оценки значимости полученной модели с помощью бутстреп алгоритма построения 

доверительного интервала коэффициента детерминации, описанного в работе [6].

Обозначим данные о положени

роды через множество 

и уровень значимости α=0,1.  

Бутстреп алгоритм построения доверительного интервала коэффициента детерминации

Шаг 1. Генератором случайных чи

тягивая на каждом шаге элементы из множества 

из них выборку вида: 

Шаг 2. Рассчитаем для полученной выборки бутстреп оценку коэффициента детерминации 

Шаг 3. Повторим предыдущие шаги 

детерминации . 

Шаг 4. Отсортируем набор коэффициента детерминации 

Шаг 5. Определим доверительный интервал бутстреп распределения по формуле

Рис. 1. Бутстреп интервалы коэффициента детерминации при 

(I – линейная модель, 

 

Проведем сравнительный анализ построенных доверительных интервалов бутстреп методом 

(рис. 1) с традиционным подходом
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функции Бесселя, Неймана и Макдональда нулевого порядка [3].

8] автор исследовал параметр периодичности функции дефектности, о

ределение которого позволяет осуществлять прогноз в разработках последующих месторождений. 

Методами статистического анализа на основе натурных данных построена регрессионная модель, 

отражающая экспоненциальную зависимость параметра периодичности от положения середины 

первой зоны разрушения. Установлено, что расположение зон разрушения экспоненциально зав

сит от предела прочности породы. Определен числовой диапазон значений предела прочности п

роды, при котором параметр периодичности определяется с высоким уровнем достоверности.

В работе [4] установлено, что зависимость положения середины первой зоны разрушения, 

измеряемой в относительных к радиусу выработок единицах – , от предела прочности породы 

выражается в аналитической зависимости линейного вида:

 

В работе [7] автором получена альтернативная модель данной зависимости нелинейного вида: 

 

Небольшая разница в соответствующих значениях коэффициентов детерминации 

линейный, 98,18% – нелинейный) и предельно маленькая выборка 

натурных данных не позволяют однозначно определить более приемлемую модель. Поэтому в

прос уточнения раннее полученного результата является актуальным. Проведем уточнение данной 

статистической оценки значимости полученной модели с помощью бутстреп алгоритма построения 

доверительного интервала коэффициента детерминации, описанного в работе [6].

Обозначим данные о положении середины первой зоны разрушения и пределе прочности п

. Положим число бутстреп реализаций 

Бутстреп алгоритм построения доверительного интервала коэффициента детерминации

Генератором случайных чисел построим бутстреп выборку объемом 

тягивая на каждом шаге элементы из множества Z с повторением случайным образом и формируя 

 где  

Рассчитаем для полученной выборки бутстреп оценку коэффициента детерминации 

Повторим предыдущие шаги B раз, сформировав в результате набор коэффициента 

Отсортируем набор коэффициента детерминации  в порядке возрастания.

Определим доверительный интервал бутстреп распределения по формуле

. 

 
. Бутстреп интервалы коэффициента детерминации при α=0,1 

линейная модель, II– нелинейная модель) 

Проведем сравнительный анализ построенных доверительных интервалов бутстреп методом 

(рис. 1) с традиционным подходом 
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льда нулевого порядка [3]. 

8] автор исследовал параметр периодичности функции дефектности, оп-

ределение которого позволяет осуществлять прогноз в разработках последующих месторождений. 

данных построена регрессионная модель, 

отражающая экспоненциальную зависимость параметра периодичности от положения середины 

первой зоны разрушения. Установлено, что расположение зон разрушения экспоненциально зави-

числовой диапазон значений предела прочности по-

роды, при котором параметр периодичности определяется с высоким уровнем достоверности. 

В работе [4] установлено, что зависимость положения середины первой зоны разрушения, 

, от предела прочности породы 

выражается в аналитической зависимости линейного вида: 

В работе [7] автором получена альтернативная модель данной зависимости нелинейного вида:  

вующих значениях коэффициентов детерминации  рас-

нелинейный) и предельно маленькая выборка 

натурных данных не позволяют однозначно определить более приемлемую модель. Поэтому во-

го результата является актуальным. Проведем уточнение данной 

статистической оценки значимости полученной модели с помощью бутстреп алгоритма построения 

доверительного интервала коэффициента детерминации, описанного в работе [6]. 

и середины первой зоны разрушения и пределе прочности по-

. Положим число бутстреп реализаций  

Бутстреп алгоритм построения доверительного интервала коэффициента детерминации 

сел построим бутстреп выборку объемом n элементов, вы-

с повторением случайным образом и формируя 

Рассчитаем для полученной выборки бутстреп оценку коэффициента детерминации . 

раз, сформировав в результате набор коэффициента 

в порядке возрастания. 

Определим доверительный интервал бутстреп распределения по формуле 

 
=0,1  

Проведем сравнительный анализ построенных доверительных интервалов бутстреп методом 
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где  – табличное значение t-критерия Стьюдента при заданном уровне значимости [1].

В результате доверительные интервалы, полученные традиционным способом (1), уже на м

лых бутстреп выборках больше бутстреп интервалов в 31 и 53 раза соответственно (таблица). В 

линейной модели, при максимальной бутстреп выборке, доверительный интервал в 133,3 раза 

длиннее бутстреп интервала, в нелинейной 

Сравнительная таблица доверительных и бутстреп интервалов

Модель 
Доверительный 

интервал

Линейная  [0,7334; 1]

Нелинейная  [0,6252

 

Анализ данных, выраженных в процентном соотношении бутстреп полуинтервала от его с

редины (рис. 2), показал, что отклонение коэффициента детерминации в линейной модели ст

бильно не превышает 0,5% при n

гается только при n>100. 

Рис. 2. Зависимость отклонения оценки коэффициента детерминации от границ бутстреп интервала 

от размерности бутстреп выборки (I 

 

Таким образом, можно утверждать, что линейная модель, характеризующая зависимость п

ложения середины первой зоны разрушения от предела прочности породы, наиболее значима и 

статистически обоснована из числа рассмотренных. Интерес представляет дальнейший сравн

тельный анализ с другими возможными моделями. В данном случае использование бутстреп мет

дов оценки различных характеристик в исследовании геомеханических явлений и процессов в ма

сивах горных пород имеет существенное преимущество по сравнению с традиционными подход

ми, так как отсутствие заданного уровня статистической обоснованности из

дельно малой выборки компенсируется высоким числом бутстреп реализаций и объемом бутстреп 

выборки.  
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критерия Стьюдента при заданном уровне значимости [1].

В результате доверительные интервалы, полученные традиционным способом (1), уже на м

лых бутстреп выборках больше бутстреп интервалов в 31 и 53 раза соответственно (таблица). В 

модели, при максимальной бутстреп выборке, доверительный интервал в 133,3 раза 

длиннее бутстреп интервала, в нелинейной – 62,5 раза. 

 
Сравнительная таблица доверительных и бутстреп интервалов

Доверительный  

интервал 
Бутстреп интервал 

[0,7334; 1] 

n=50 [0,983; 0,988

n=100 [0,985; 0,988

n=150 [0,985; 0,988

n=200 [0,986; 0,988

0,6252; 1] 

n=50 [0,953; 0,965]

n=100 [0,957; 0,965]

n=150  [0,958; 0,965]

n=200 [0,959; 0,965

Анализ данных, выраженных в процентном соотношении бутстреп полуинтервала от его с

редины (рис. 2), показал, что отклонение коэффициента детерминации в линейной модели ст

n≥25, в то время как в нелинейной модели данный результат дост

 

Зависимость отклонения оценки коэффициента детерминации от границ бутстреп интервала 

от размерности бутстреп выборки (I – линейная модель, II– нелинейная модель)

можно утверждать, что линейная модель, характеризующая зависимость п
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дов оценки различных характеристик в исследовании геомеханических явлений и процессов в ма

сивах горных пород имеет существенное преимущество по сравнению с традиционными подход

ми, так как отсутствие заданного уровня статистической обоснованности из

дельно малой выборки компенсируется высоким числом бутстреп реализаций и объемом бутстреп 
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критерия Стьюдента при заданном уровне значимости [1]. 

В результате доверительные интервалы, полученные традиционным способом (1), уже на ма-

лых бутстреп выборках больше бутстреп интервалов в 31 и 53 раза соответственно (таблица). В 

модели, при максимальной бутстреп выборке, доверительный интервал в 133,3 раза 

Сравнительная таблица доверительных и бутстреп интервалов 

Отношение 

длин  

интервалов 

88] 53,3 

88] 88,9 

88] 88,9 

88] 133,3 

65] 31,2 

65] 46,9 

[0,958; 0,965] 53,5 

65] 62,5 

Анализ данных, выраженных в процентном соотношении бутстреп полуинтервала от его се-

редины (рис. 2), показал, что отклонение коэффициента детерминации в линейной модели ста-

нелинейной модели данный результат дости-

 
Зависимость отклонения оценки коэффициента детерминации от границ бутстреп интервала  

нелинейная модель) 

можно утверждать, что линейная модель, характеризующая зависимость по-

ложения середины первой зоны разрушения от предела прочности породы, наиболее значима и 

статистически обоснована из числа рассмотренных. Интерес представляет дальнейший сравни-

лиз с другими возможными моделями. В данном случае использование бутстреп мето-

дов оценки различных характеристик в исследовании геомеханических явлений и процессов в мас-

сивах горных пород имеет существенное преимущество по сравнению с традиционными подхода-

ми, так как отсутствие заданного уровня статистической обоснованности из-за рассмотрения пре-

дельно малой выборки компенсируется высоким числом бутстреп реализаций и объемом бутстреп 

Прикладная статистика. Исследование зависимостей. М. : 

Деформирование и разрушение сильно сжатых горных пород вокруг вырабо-

Неевклидова модель зональной дезинтеграции горных пород вокруг под-

1. С. 147–156. 

Разработка метода определения параметров зональной структуры разрушения силь-
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Abstract. In this paper, bootstrap methods are the way to carry out statistical justification and selection of a 

model that characterizes the type of dependence of the location of the first fracture zone on the tensile strength in the 

problem of zonal disintegration of rocks around deep underground workings, in the conditions of consideration of a 

very small sample of field data. As an assessment of the dependence under study there is the coefficient of 

determination the value of which is determined through a previously developed algorithm for constructing the 

confidence interval of the coefficient of determination. A comparative analysis of the confidence intervals obtained by 

traditional and bootstrap methods is carried out. The estimation of the deviation of the coefficient of determination 

from the boundaries of its bootstrap confidence interval, depending on the dimension of the bootstrap sample is ob-

tained. The statistical significance of the linear model of the dependence of the location of the first fracture zone on the 

tensile strength is confirmed. 
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