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Аннотация. В статье описана контрольная работа по дополнительным главам теории функций ком-

плексного переменного, в которой перед учащимися ставится задача нахождения явного вида приближенного 

конформного отображения области, слабо отличающейся от единичного круга, на единичный круг. Для различ-

ных вариантов этой контрольной работы приведены графики границ таких областей и профили искажений де-

картовой координатной сетки, задаваемых приближенными конформными отображениями этих областей. Дан 

алгоритм увеличения числа вариантов контрольной работы в случае необходимости без потери их качества. 

Обсуждено применение полученных результатов для построения целых классов приближенных решений ряда 

задач теории функций одной комплексной переменной, а именно для нахождения асимптотического решения 

классической задачи Дирихле для двумерного уравнения Лапласа и асимптотического разложения многочленов 

Фабера для областей с границами, близкими к единичной окружности как по положению, так и по кривизне. 

 

Ключевые слова: комплексная плоскость, ряд Лорана, ряд Фурье, интеграл Шварца, суммирование 

степенных рядов. 

 

Мы – карлики, взобравшиеся на плечи гиган-

тов. Мы видим больше и дальше, чем они, не 

потому, что згляд у нас острее и сами мы 

выше, но потому, что они подняли нас вверх 

и воздвигли на свою гигантскую высоту. 

Бернар Шартрский 
 

Теория функций комплексного переменного (ТФКП) является одним из краеугольных камней 

в фундаменте образования математиков, физиков и инженеров. В отечественной учебной литера-

туре существует целый набор книг (см., например, [3; 13; 16; 18]), в которых излагаются простей-

шие свойства голоморфных и мероморфных функций, элементарная теория конформных отобра-

жений и приложения теории вычетов. Тем не менее при практической работе в различных разделах 

физики и техники – от традиционных областей, таких как механика сплошных сред или теплотех-

ника [8], до более современных, таких как теория сверхпроводимости (см. [9] и ссылки там) и кван-

товая теория поля [4], – зачастую требуются гораздо более глубокие знания по ТФКП, чем те, кото-

рые могут дать классические руководства [3; 13; 16; 18].  

Как правило, в университетах и институтах с повышенной подготовкой по математике этот 

пробел закрывается чтением спецкурсов по ТФКП, тематика которых определяется профилем вуза. 

Например, особо обширный выбор подобных спецкурсов предоставляет своим студентам Институт 

математики и механики им. Н. И. Лобачевского Казанского федерального университета [1; 5; 14]. 

Традиционно высокий уровень лекций по дополнительным главам ТФКП поддерживает Научно-

образовательный центр при Математическом институте им. В. А. Стеклова РАН [17; 20]. Однако 

спецкурсы [1; 5; 14; 17; 20] имеют ярко выраженный теоретический характер. Между тем можно 

указать набор спецкурсов по ТФКП с четкой прикладной направленностью.  

Среди возможных спецкурсов по ТФКП практического характера выделенной ролью обладает 

спецкурс с ориентировочным названием «Вариационные принципы конформных отображений», ко-

торый можно наполнить результатами, изложенными в монографии [7], впоследствии полностью 
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вошедшей в известное руководство [8] энциклопедического характера. Роль этого спецкурса в под-

готовке генерального конструктора, занимающегося концептуальным проектированием сложных 

технических систем [6; 10], очевидна: методы, развитые в книге [7], учат простым способам пере-

счета физических величин в системе при переходе от одной конструкции к близкой к ней по пара-

метрам, например, расчету подъемной силы при вариации профиля крыла, при создании гидротех-

нических сооружений с учетом движения грунтовых вод и т. д. [7; 8]. Подчеркнем, что несмотря на 

то, что основные результаты, наполняющие такой спецкурс, получены более 70 лет назад, он не 

только не устарел, но в преддверии появления суперЭВМ экзафлопсной производительности [2] 

стал еще более актуален, чем раньше, потому что чем мощнее компьютер, тем лучше его пользова-

тели должны уметь экономить его вычислительные ресурсы.  

В этой связи естественно возникает вопрос о контроле знаний слушателей спецкурса «Вариа-

ционные принципы конформных отображений». Поскольку классической формой проверки усвое-

ния материала учащимися является контрольная работа, то эта проблема сводится к вопросу  

о насыщении рассматриваемого спецкурса контрольными работами, поэтому в данной статье опи-

сана контрольная работа по одной из его основных тем, а именно по получению приближенных 

конформных отображений на единичный круг областей, мало отличающихся от него. Далее статья 

имеет следующую структуру: сначала для удобства изложения мы, следуя [8, гл. 4], изложим теоре-

тическую часть предлагаемой контрольной работы, затем опишем шесть вариантов этой кон-

трольной работы для конкретных односвязных областей, а в заключении статьи обсудим получен-

ные результаты и перспективы дальнейших исследований. 

 
Приближенное конформное отображение для области, мало отличающейся от еди-

ничного круга. Пусть D  – звездная область на комплексной плоскости С , содержащая начало ко-

ординат, с границей D∂=Γ , и пусть полярное уравнение ее границы Γ  имеет вид: 

 )(1 ϕδε ⋅−=r , ]2,0[ πϕ ∈ ,  (1) 

где 10 <<<ε  – малый параметр, а периодическая с периодом π⋅2  функция ])2,0([2 πδ С∈ , то 

есть замкнутая кривая (1) близка к единичной окружности 1|| =z  ( yixz ⋅+= ) как по своему рас-

положению, так и по кривизне. 

Как известно [7; 8], в этом случае для функции ),( Γ= zfw , реализующей конформное отоб-

ражение области D  на единичный круг }1|||{ <∈=Λ wCww  и удовлетворяющей условиям 

0),0( =Γf  и 0),0( >Γ′f , справедлива следующая асимптотическая формула: 

 )(
)exp(

)exp(
)(

2
1),( 2

2

0

εϕ
ϕ
ϕ

ϕδ
π

ε π

Od
zi

zi
zzfw +









−
+

⋅
⋅

+⋅=Γ= ∫ .  (2) 

На практике функцию )(ϕδ  в силу ее периодичности удобно представлять в виде ряда Фурье 

с действительными коэффициентами: 

 ∑
∞

=

⋅+⋅+=
1

0 )sincos()(
n

nn nbnaa ϕϕϕδ .  (3) 

 Далее заметим, что в фигурных скобках в формуле (2) перед ε  стоит так называемый инте-

грал Шварца [8], в котором чисто мнимая постоянная добавка положена равной нулю: 

 ∫ −
+

⋅
⋅

=
π

ϕ
ϕ
ϕ

ϕδ
π

ϕδ
2

0
)exp(

)exp(
)(

2

1
))]((ˆ[ d

zi

zi
zS .  (4) 

Этот интегральный оператор Ŝ  дает аналитическую в единичном круге }1|||{ <∈=Λ zCzz  

функцию, действительная часть которой на единичной окружности 1|| =z  принимает заданные 

значения (3) в каждой точке непрерывности функции )(ϕδ  [8, гл. 3]. 

Легко убедиться в том, что для zz Λ∈  и Nn∈ : 

 
nzznS =))]((cosˆ[ ϕ , 

nziznS ⋅−=))]((sinˆ[ ϕ .  (5) 

Действуя оператором (4) на ряд Фурье (3) с учетом формул (5) получаем:  

 ∑∑
∞

=

∞

=

⋅⋅−⋅+=
11

0))]((ˆ[
n

n

n

n

n

n zbizaazS ϕδ .  (6) 
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Таким образом, если удается просуммировать входящие в выражение (6) степенные ряды, то 

член первого порядка по ε  в формуле (2) выписывается в конечном виде. На этом факте и базиру-

ется описываемая здесь контрольная работа. 

 
Варианты контрольной работы. В качестве основы для реализации предложенной в 

предыдущем разделе идеи возьмем задачу 20.32 из сборника задач [15]. В этой задаче требуется 

разложить вещественные функции с периодом π⋅2  в ряды Фурье с помощью их известной связи с 

рядами Лорана на единичной окружности [8, гл. 5]. Тем самым в каждом примере из рассматривае-

мой задачи содержится «заготовка» в виде разложения (3) потенциальной вариации радиуса обла-

сти D , которое необходимо для применения формулы (6), нужной в свою очередь для записи вы-

ражения (2) приближенного конформного отображения этой области на единичный круг wΛ . Бо-

лее того, оказалось, что все ряды Фурье из этой задачи приводят в формуле (6) к суммируемым в 

конечном виде степенным рядам.  

Отталкиваясь от примеров, имеющихся в этой задаче, можно составить 6 различных вариан-

тов контрольной работы. Во всех вариантах параметр )1,1(−∈a . 

 

Вариант 1 

Вариация радиуса области 1D : 

21
cos21
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)(

aa

a

+⋅⋅−
⋅−

=
ϕ
ϕ

ϕδ . 

Ее разложение в ряд Фурье: 

∑
∞

=

⋅+=
1

1 cos1)(
n

n na ϕϕδ . 

Приближенное конформное отображение области 1D  на wΛ : 

)(
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),( 2
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z
zzf +

⋅−
⋅+=Γ . 

 

Вариант 2 

Вариация радиуса области 2D : 

22
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)(
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a

+⋅⋅−
⋅

=
ϕ
ϕ

ϕδ . 

Ее разложение в ряд Фурье: 

∑
∞

=

⋅=
1

2 sin)(
n

n na ϕϕδ . 

Приближенное конформное отображение области 2D  на wΛ : 

)(
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2 εε O
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⋅⋅−=Γ . 

 

Вариант 3 

Вариация радиуса области 3D : 

2

2

3
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1
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a
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−

=
ϕ
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Ее разложение в ряд Фурье: 

∑
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1
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n

n na ϕϕδ . 

Приближенное конформное отображение области 3D  на wΛ : 
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zzzf +

⋅−
⋅+
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Вариант 4 

Вариация радиуса области 4D : 

ϕ
ϕδ

sin1

1
)(4 ⋅−
=

a
 . 

Ее разложение в ряд Фурье: 
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Приближенное конформное отображение области 4D  на wΛ : 

)(
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Вариант 5 

Вариация радиуса области 5D : 

22

2

5
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)(

aa +⋅⋅+
=

ϕ
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ϕδ  . 

Ее разложение в ряд Фурье: 
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Приближенное конформное отображение области 5D  на wΛ : 
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Вариант 6 

Вариация радиуса области 6D : 

)cos21ln()( 2

6 ϕϕδ ⋅⋅−+= aa . 

Ее разложение в ряд Фурье: 

∑
∞

=

⋅⋅−=
1

6 cos2)(
n

n

n
n

a
ϕϕδ . 

Приближенное конформное отображение области 6D  на wΛ : 

)()1ln(2),( 2

6 εε Ozazzzf +⋅−⋅⋅⋅+=Γ . 

Типичные графики границ jΓ  областей jD , 6,1=j , построенные по уравнению (1), приве-

дены на рис. 1–6. Также на этих рисунках показаны эпюры искажения декартовой координатной 

сетки при приближенных конформных отображениях ),( jzf Γ , 6,1=j . 
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Рис. 1. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 1 при 03,0=ε  и 7,0=a  

 

  

 

Рис. 2. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 2 при 02,0=ε  и 8,0=a  

 

  
 

Рис. 3. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 3 при 01,0=ε  и 9,0=a  
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Рис. 4. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 4 при 02,0=ε  и 9,0=a  

 

 
 

 

Рис. 5. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 5 при 01,0=ε  и 7,0=a  

 

  
 

Рис. 6. Граница области (слева) и искажение координатной сетки (справа) 

для варианта 6 при 02,0=ε  и 6,0=a  
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Заключение. В данной статье описана контрольная работа по спецкурсу «Вариационные 
принципы конформных отображений», заключающаяся в определении приближенного конформ-

ного отображения области с границей (1) на единичный круг по профилю )(ϕδ  вариации ее гра-

ницы, и даны шесть ее вариантов.  
При необходимости увеличить число вариантов в контрольной работе можно, например, 

умножением функций )(ϕδ j  ( 6,1=j ) на ϕsin  или ϕcos , получив для таких произведений ряды 

Фурье с помощью элементарных тригонометрических преобразований из рядов Фурье для исход-
ных вариаций границ областей. 

Используя системы компьютерной математики [11], можно следить за эволюцией как границ 
(1) исследуемых областей, так и порожденных ими приближенных конформных отображений при 

изменении параметров a  и ε . 

Более того, развитая в данной работе методика позволяет описать целые классы приближен-
ных решений задачи Дирихле – рассмотрим классическую задачу Дирихле для двумерного уравне-
ния Лапласа [8; 18]: 

 0
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2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂
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x

u
, Dz∈ , )(0 zuu

z
=

Γ∈
.  (7) 

Как известно [18, c. 343], если функция )(zfw =  реализует конформное отображение обла-

сти D  на wΛ , то решение задачи (7) записывается в виде:  

 
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)(
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Подставляя в формулу (8) любое из приближенных конформных отображений ),( jzf Γ   

( 6,1=j ), выписанных в предыдущем разделе, и раскладывая подынтегральное выражение с точно-

стью до членов первого порядка по ε  включительно, получим приближенное решение задачи Ди-

рихле (7) для каждой из областей jD : 

 )()()(),( 2)1()0( εεε Ozuzuzu jj +⋅+= ,  (9) 

где )()0( zu  есть решение задачи (7) для единичного круга zΛ . 

Подчеркнем, что полученные в данной статье результаты имеют не только методический и 
прикладной, но также и академический интерес. 

Для этого, в частности, заметим, что при замене εε −→  в уравнении границы области (1) 

формула (2) остается справедливой и для приближенных конформных отображений внешности 

близких к единичному кругу областей на внешность единичного круга wС Λ\ , где С  – расширен-

ная комплексная плоскость: }{∞= UСС  при условии, что бесконечно удаленная точка переходит 

в бесконечно удаленную точку [8, c. 357].  

Во-первых, это обстоятельство, позволяет получать для многочленов Фабера [19] ),( εznΦ  

такой области асимптотическое разложение с точностью до членов первого порядка по ε  включи-

тельно, аналогичное по своей структуре разложению (9): 

)()(),( 2)1( εεε Ozzz n

n

n +Φ⋅+=Φ . 

Во-вторых, это наблюдение полезно при детальном исследовании эффективизации теоремы 
Римана, поскольку оно дает возможность сравнения точных конформных отображений, определя-
емых в рамках метода, описанного в статье [12], с приближенными конформными отображениями, 
которые находятся с помощью развитого в этой работе подхода. 

Специальный курс «Вариационные принципы конформных отображений» может найти при-
менение в промышленности – при подготовке и переподготовке кадров для предприятий аэрокос-
мической, судостроительной и нефтегазовой отраслей как России, так и стран СНГ в отечественных 
математических центрах мирового уровня, учрежденных Распоряжением Правительства Россий-
ской Федерации от 17.10.2019 № 2442-р. 
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Abstract. The article describes a control work on additional chapters of the theory of functions of a complex 

variable, in which students are asked to find an explicit form of approximate conformal mapping of a domain that dif-

fers slightly from the unit circle to the unit circle. For various variants of this control work, graphs of the boundaries of 

such regions and distortion profiles of the Cartesian coordinate grid defined by approximate conformal maps of these 

regions are given. An algorithm is given for increasing the number of control work options, if necessary, without losing 

their quality. We discuss the application of the obtained results to construct entire classes of approximate solutions to 

a number of problems in the theory of functions of a single complex variable, namely, to find an asymptotic solution to 

the classical Dirichlet problem for the two-dimensional Laplace equation and an asymptotic expansion of Faber poly-

nomials for regions with boundaries close to the unit circle in both position and curvature. 
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