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Аннотация. В работе изучены седловые поверхности галилеева пространства, которые являются про-

странством с вырожденной метрикой. Исследованы поверхности вращения, доказано, что дефект кривизны 

поверхности равен нулю. Определен класс поверхностей вращения постоянной кривизны. 

Изучены седловые поверхности галилеева пространства и разделены на два типа: седловая и цикличе-

ская седловая. Доказано, что не существует движение галилеева пространства, преобразующее поверхности 

одного типа в другой. Даны примеры седловых поверхностей разного типа, которые в евклидовом простран-

стве равны. Изучены седловые поверхности переноса. 
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1. Основные понятия теории поверхностей галилеева пространства 

Теория поверхностей галилеева пространства 
1

3R  изучена в работах [1–3; 8–10]. Общая теория 

поверхностей полуевклидовых пространств изучена в монографии Б. А. Розенфельда [5]. 

Для исследования поверхностей в 
1

3R  использована специальная система координатных ли-

ний на поверхности. Вектор функции поверхности в специальной системе координат имеет вид:
 

 
( ) ( ) ( ), , ( , ) , ,r u v ui y u v j z u v k u v D= + + ∈
� � � �

     (1) 

Если Oxyz – система координат галилеева пространства, то плоскости, параллельные коорди-

натной плоскости Oyz, называются особыми плоскостями. В специальной системе криволинейных 

координат координатная линия u = const принадлежит особой плоскости. 

Такой выбор криволинейных координат на поверхности дает возможность определить вы-

рожденную первую квадратичную форму поверхности [1; 2; 8]. 

Если поверхность, заданная уравнением (1), регулярна, то ее первая квадратичная форма: 

 2 2

1ds du= , когда u const= , 0du=       (2а) 

 ( )2 2

2 ,ds G u v dv=         (2б) 

Функция G(u,v) называется коэффициентом первой квадратичной формы поверхности в 
1

3R . 

Известно [4], что гауссова кривизна поверхности в евклидовом пространстве выражается че-

рез коэффициенты первой квадратичной формы. Но в галилеевом пространстве 
1

3R  аналог гауссо-

вой кривизны не определяется только коэффициентом первой квадратичной формы [1]. 

Гауссова кривизна поверхности в 
1

3R  вычисляется по формуле:
 

 

2

2

1
1 12

u v

v

F E
G

K
duG G G

  −   ∂ = −     

,      (3) 

где 2 2,u v u v u uF y y z z E y z= + = +  и 2 2

v vG y z= +  
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Выражение ( )
1

,
2

u vD u v F E= −  называется дефектом кривизны поверхности. Дефект кривиз-

ны не зависит от первой квадратичной формы поверхности [1; 6]. Поэтому гауссова кривизна по-

верхности не полностью выражается через коэффициент первой квадратичной формы поверхно-

сти 
1

3R . 

 

2. Поверхности вращения в 
1

3R  

Условие, что в 
1

3R  рассматриваем поверхности, вектор-функция которых имеет вид (1), не да-

ет возможность рассматривать произвольные поверхности. Это условие геометрически означает, 

что рассматриваемые поверхности не имеют особые опорные плоскости. Но класс поверхностей, 

вектор-функции которых имеют вид (1), достаточно широк. 

В этот класс относятся поверхности вращения в
1

3R , получающиеся вращением кривой, одно-

значно проектирующейся на ось Ox и принадлежащей плоскости Oxz. 

Пусть кривая g задана уравнением 

( )z x a x bϕ= ≤ ≤
 

Вращая кривую g вокруг оси Ox, получаем поверхность вращения, уравнение которой имеет вид: 

( ) ( ) ( ), cos sinr u v ui u vj u vkϕ ϕ= + +
�� �

�

 
Утверждение 1. Дефект кривизны поверхности вращения равен нулю. 

Утверждение доказываем непосредственным вычислением дефекта кривизны. Действительно: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )cos cos sin sin ' cos sin ' sin cos 0
u v u v

F u v u v u v u v u u v v u u v vϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + = − + =  

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2cos sin sin cos
v v

E u v u v u v v uϕ ϕ ϕ ϕ = + = + =    

Следовательно: 

( ) ( )( )21 1
, 0

2 2
u vD u v F E u

v
ϕ

∂
= − =− =

∂  

Значит, для поверхностей вращения дефект кривизны равен нулю. Из этого факта можно по-

лучить следующее следствие. 

Следствие. Гауссова кривизна поверхности вращения выражается через коэффициент первой 

квадратичной формы. 

Действительно, в формуле (3) гауссовой кривизны первое выражение обращается в ноль, а 

второе выражение зависит только от коэффициента первой квадратичной формы. 

Тогда гауссова кривизна поверхности вычисляется по формуле: 

( )

( ) ( )

( )

2

2

, "1

,

G u v u
K

du uG u v

ϕ

ϕ

∂
=− =− , 

так как ( ) ( )2,G u v uϕ=  

Исследуем класс поверхностей с постоянной гауссовой кривизной. 

Пусть S – регулярная поверхность вращения постоянной кривизны K и M – произвольной точ-

кой этой поверхности. Уравнение кривой, вращением которой вокруг оси Ox получается поверх-

ность, должно удовлетворять дифференциальное уравнение 

( ) ( )" 0u K uϕ ϕ+ =  

Это линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим три возможных случая и получим общее решение уравнения. 

( )

( )

( )

1 2

1 2

1 2

1) 0,

2) 0

3) 0 cos sin

ku kuK u c e c e

K u c u c

K u c ku c ku

ϕ

ϕ

ϕ

−< = +

= = +

> = +

 

Как частное решение можно привести следующие примеры: 

( ) ( ) ( ), , sinu chu u pu l u uϕ ϕ ϕ= = + =  

Поверхность, получающаяся вращением одной арки функции sin , 0z u u π= ≤ ≤ , является 

аналогом сферы евклидова пространства в галилеевом пространстве. Она является аналогом пол-

ной выпуклой замкнутой поверхности, не имеющей особых касательных плоскостей. Поверхность 

имеет две конические точки О и А, где особые плоскости будут опорными плоскостями (Рис. 1). 
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Рис. 1. 

 

3. Седловые поверхности в 
1

3R  

В галилеевом пространстве, как и в евклидовом, седловыми поверхностями называются по-
верхности, во всех точках которых гауссова кривизна отрицательна. Среди поверхностей вращения 

поверхность, образованная вращением кривой z = chu, является примером седловой поверхности 

галилеева пространства (Рис. 2). 

 

 
Рис. 2. 

 

В работе [1] доказано, что если поверхность 3
R  в евклидовом пространстве седловая, то она и 

в галилеевом пространстве также будет седловой. 

Доказательство основано на принципе наложенного пространства. Принцип заключается в 

том, что координатная система рассматривается одновременно как в евклидовом, так и в галилее-

вом пространствах. 

Но изучение седловых поверхностей в 
1

3R  существенно отличается от евклидова простран-

ства. Так как гиперболические точки поверхности галилеева пространства разделены на два класса: 

гиперболические и циклические. Причем геометрия циклических поверхностей имеет достаточно 
индивидуальный характер. Изучению циклических поверхностей посвящены работы [1; 10]. 

Циклическая поверхность характерна тем, что одно из асимптотических направлений всегда 

параллельно особой плоскости галилеева пространства. 

Следующий пример показывает, что среди циклических поверхностей существуют седловые 
поверхности галилеева пространства. 

Рассмотрим поверхность, заданную вектор-функцией
 

 
( ),r u v ui vj vshuk= + +

�� �
�

      
 (4) 

Вычислим первую и вторую квадратичную форму (4) поверхности: 
2 2 2

1 2 1

2

, 0

2

I du I ch udv когда I

II thudu dudv

= = =

= − +
 

Так как во второй квадратичной форме N = 0, поверхность является циклической поверхно-

стью. При этом гауссова кривизна 2
4 0K M=− =− < отрицательна. 

Следовательно: cедловые поверхности галилеева пространства могут быть циклическими. 

Таким образом, седловые поверхности 
1

3R  разделяются на два типа. Эти типы определяются 

тем, как располагаются асимптотические направления поверхности относительно особой плоско-

сти. В первом случае оба асимптотических направления поверхности не параллельны особой плос-

кости, во втором случае одно из асимптотических направлений параллельно особой плоскости. 
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Определение: cедловую поверхность назовем циклически седловой, если одно из асимпто-
тических направлений всегда параллельно особой плоскости. 

Вышеприведенная поверхность (4) является примером циклически седловой поверхности. 
Следовательно, в галилеевом пространстве исследования седловой поверхности должны раз-

деляться по типу поверхности. Так как справедливо следующее: 
Теорема 1. Движением галилеева пространства невозможно преобразовать седловую по-

верхность на циклически седловую поверхность, и наоборот. 
Доказательство теоремы следует из того, что при движении галилеева пространства векторы 

общего положения нельзя перевести на вектор, параллельный особой плоскости, и наоборот. Так 
как асимптотические направления определяются соответствующими векторами. 

Важность этой теоремы заключается в том, что две поверхности, которые равны в евклидо-

вом пространстве, могут быть различного типа в галилеевом пространстве 
1

3R . Это утверждение 

покажем в следующем примере. 

Пример. Поверхность ( )2 21

2
z x y= −  – седловая, а поверхность z = xy – циклически седловая. 

Очевидно, эти поверхности в евклидовом пространстве равны. Потому что, вращая коорди-
натную систему вокруг оси Oz, из первого уравнения можно получить второе. 

( )

( )

0 0

0 0

1
' cos45 sin 45

2

1
' sin 45 cos45

2

x x y x y

y x y x y

= − = −

= + = +
 

Следовательно, эти поверхности в евклидовом пространстве равны, так как они получаются 
друг от друга вращением системы координат евклидова пространства на 450 вокруг оси Oz. 

В галилеевом пространстве не существует вращение, которое бы преобразовало первую по-
верхность во вторую. Этот факт доказывается непосредственным вычислением. 

1

2

'

' cos sin

' sin cos

x x

y h x y z

z h x y z

α α

α α

=

= + −

= + +
  

Значит, равные седловые поверхности евклидова пространства могут быть различными ти-
пами в галилеевом пространстве. Поэтому седловую и циклически седловую поверхности рассмат-
риваем по отдельности. 

Пусть в 
1

3R  задана поверхность переноса [4], определенная на всей плоскости Oxy. 

( ) ( ) ( , )z x y x yϕ ψ= + −∞< <+∞ −∞< <+∞  

Теорема 2. Если ( ) ( )'' '' 0xx yyx yϕ ψ⋅ < , то поверхность переноса является седловой поверхностью в 
1

3R . 

Доказательство. Уравнение поверхности напишем в векторном виде: 

( ) ( ) ( ),r u v ui vj u v kϕ ψ = + + + 

�� �
�

 
Уравнение имеет вид (1), значит, оно не имеет особых касательных плоскостей. 

Вычислим гауссову кривизну (3) поверхности в 
1

3R . 

( ) ( )'' ''

21 ( )
v

u v
K

v

ϕ ψ

ψ
=

+
 

Так как 21 ( ) 0v vψ+ > , при условии ( ) ( )0 0'' '' 0u vϕ ψ⋅ < , гауссова кривизна поверхности будет от-

рицательной. 
Следовательно, поверхность седловая. 

Когда ( )" 0yϕ = , то есть ( ) ( )1 2y c x cϕ = +  – поверхность будет циклической поверхностью га-

лилеева пространства. Причем, 0K ≡ , и поверхность не является седловой поверхностью. 
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