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МАТЕМАТИКА  
 

 
 
УДК 517.956.4  DOI 10.25730/VSU.0536.22.010 

 

О линеаризации параболических уравнений  
с интегральной нагрузкой в главной части с помощью  

априорной оценки их решений 
1 

О. Л. Бозиев 
кандидат физико-математических наук, доцент, Кабардино-Балкарский государственный университет  

им. Х. М. Бербекова; старший научный сотрудник института информатики  
и проблем регионального управления, Кабардино-Балкарский научный центр РАН. Россия, г. Нальчик.  

ORCID: 0000-0001-6660-7444. E-mail: boziev@yandex.ru 
 

Аннотация. Описывается метод линеаризации одномерных неоднородных параболических уравнений 
с интегральной нагрузкой в главной части. Интегральная нагрузка здесь представляет собой некоторую 
функцию a(s), где s – интеграл по пространственной переменной от квадрата модуля производной решения 
уравнения по x. Рассматриваются неоднородные начальные и однородные граничные условия. В случае ли-
нейной функции a(s), а также в двух случаях, когда a(s) не линейна, установлены априорные оценки произ-
водной решения поставленной задачи в пространстве L2. Правые части этих оценок используются для линеа-
ризации соответствующих уравнений. Приводятся примеры линеаризации нагруженных уравнений данным 
методом. 

 
Ключевые слова: параболическое уравнение, интегральная нагрузка, априорная оценка, линеаризация. 

 
Введение 
Моделирование ряда физических процессов приводит к начально-краевым задачам для урав-

нений параболического типа, содержащих в главной части интегральную нагрузку, под которой 
понимается некоторая функция, содержащая интеграл от искомого решения или его производной. 
Такими являются, например, уравнения видов 

( ) 0,t xxu a s u   ( ) ( , ),t x x
u a s u f x t   

2
, [0, ],xs u dx l



    

исследовавшиеся, в частности, в работах [1; 4; 5]. 
В данном и некоторых других нагруженных уравнениях функция s представляет собой норму 

искомого решения или его производной в некотором лебеговом пространстве. Это приводит к мыс-
ли о возможности использования априорной оценки решения задачи или его производной в соот-
ветствующей норме для линеаризации исходного уравнения. Такой подход был использован в [2; 3] 
и некоторых других работах автора. Однако в этих работах интегральная нагрузка содержалась в 
младших членах уравнений.  

Целью настоящей работы является установление априорных оценок второй смешанной зада-
чи с однородными граничными условиями для неоднородного параболического уравнения с инте-
гральной нагрузкой в главной части. Рассматривается линейный случай ( ) ,a s s  а также нели-

нейные случаи ( )a s s  и 
1( ) .a s s  Приводятся примеры, в которых с целью линеаризации пер-

воначального уравнения интегральная нагрузка заменяется некоторой известной функцией от t, 
определяемой посредством правой части априорной оценки. 

 

1. ( )a s s  

Рассмотрим уравнение с линейной нагрузкой 
2

2,
( , )t x xxu u u f x t


  ,      (1) 

                                                                 
© Бозиев О. Л., 2022 
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в котором 
22

2,
, [0, ],x xu u dx s l





     

при условиях 

( 0) ( ), 0 , (0, ) ( , ) 0, 0 .x xu x, = x x l и t и l t t T           (2) 

Теорема 1. Пусть функции
1( ),u H   такая, что 2( ),tu L  является решением задачи (1), 

(2), 2, ( ).x f L   Тогда функция 
4

2,xu


ограничена константой, зависящей только от t. 

Доказательство. Запишем скалярное произведение (1) сut: 

     
2

2,
, , , .t t x xx t tu u u u u f u


 

 
Для его отдельных членов имеем 

   
22

22
0

, ,

1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

t t t t t t

x l
xx t xx t x t x tx x t x xx

u , u   u  dx u  dx f,u fu dx

du ,u = u u dx u u dx u u dx u u u dx u dx
x t dt

  





    

  

 
        

 

  

    
 

Заметим также, что 

   
22 2 2 2 4

2, 2, 2, 2, 2,

1 1 1, ,
2 4 4x xx t x x x x

d d du u u u u u u
dt dt dt    

     

что приводит скалярное произведение к виду 

2 4

2, 2,

1 .
4t x t

du u fu dx
dt 



    

Интегрируя последнее, получаем 

2 4 4

2, 2, 2,
0 0

4 4 ( ,0) .
t t

t x t xu d u fu dxd u x 
  



          (3) 

Первое слагаемое правой части оценим по модулю и применим к нему неравенство Коши с ε, в 
котором затем положим ε =1/2: 

2 2 2 214 4 2 4 .t t t tfu dx fu dx f dx u dx f dx u dx


     

 
     

 
       

Это позволяет от (3) перейти к неравенству 

4 2 4

2, 2, 2,
0

.
t

x xu f d 
  
   

Таким образом, получена оценка 
4

2,
( ),xu K t


        (4) 

с правой частью 

2 4

2, 2,
0

( ) ,
t

xK t f d 
 

   

выполняющаяся для всех t [0, T]. Теорема 1 доказана. 
Из (4) следует, что 

2

2,
( ).xu K t




 
Выбирая равенство в данном выражении, подставим его правую часть в уравнение (1) и полу-

чим линейное уравнение 

( ) ( , ).t xxu K t u f x t 
      (5) 

Пример 1. Пусть в условиях (2) 
1, ( ) ( 1), ( , ) .l x x x f x t xt          (6) 

Тогда  
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21 1 3

4 22 2 2 2 3
2, 2,

0 0 0 0 0

1 1 1(2 1) , , ( ) 1 .
9 3 9 9

t t t

x
tx dx f d x dxd d K t t     

 

 
        
 
      

Подставляя в (5), получаем линеаризованное уравнение 

31 1 .
3t xxu t u xt    

 

2. ( )a s s  

Рассмотрим уравнение с нелинейной нагрузкой 

2,
( , )t x xxu u u f x t


        (7) 

при условиях (2). 

Теорема 2. Пусть функции
1( ),u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи (1), 

(2), 2, ( ).x f L   Тогда функция 
3

2,xu


ограничена константой, зависящей только от t. 

Доказательство. Запишем скалярное произведение (1) с ut: 

     2,
, , ,t t x xx t tu u u u u f u


   

и заметим, что 

 
2 2 3

2, 2, 2, 2, 2, 2,

1 1, ,
2 3x xx t x x x x x

d d du u u u u u u u
dt dt dt     

     

что приводит к соотношению 

2 3

2, 2,

1 .
3t x t

du u fu dx
dt 



    

Интегрирование последнего дает 

2 3 3

2, 2, 2,
0 0

3 3 ( ,0) .
t t

t x t xu d u fu dxd u x 
  



         (8) 

Первое слагаемое правой части оценим по модулю и применим к нему неравенство Коши с ε, в 
котором затем положим ε =1/2: 

2 2 2 23 1 33 3 3 .
2 4t t t tfu dx fu dx f dx u dx f dx u dx


     

 
     

 
       

Это позволяет от (8) перейти к неравенству 

3 2 3

2, 2, 2,
0

0,75 .
t

x xu f d 
  
   

Таким образом, получена оценка 
3

2,
( ),xu K t


        (9) 

с правой частью 

2 3

2, 2,
0

( ) 0,75 ,
t

xK t f d 
 

   

выполняющаяся для всех t [0, T]. Теорема 2 доказана. 
Из (9) следует, что 

3
2,

( ).xu K t

  

Выбор равенства в данном выражении позволяет записать уравнение (1) в линеаризованном 
виде 

3 ( ) ( , ).t xxu K t u f x t        (10) 

Пример 2. Пусть имеет место (6). В этом случае  
3

1 323 22 3
2, 2,

0 0

(2 1) 0,19245, , ( ) 0,08333 0,19245.
9

t

x
tx dx f d K t t 
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Подстановка в (10) приводит к линейному уравнению 
33 0,08333 0,19245 .t xxu t u xt    

 

3. 
1( )a s s  

При условиях (2) рассмотрим уравнение с нелинейной интегральной нагрузкой 
2

2,
( , ).t x xxu u u f x t


        (11) 

Теорема 3. Пусть функции
1( ),u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи (6), 

(2), 
2

2,
0.xu


  Пусть, кроме того, 

2
2 2,

, ( ), 0.x xf L 


    Тогда функция 
2

2,xu


ограничена 

константой, зависящей только от t. 
Доказательство. Заметим, что в скалярном произведении (11) и функции ut 

     
2

2,
, , ,t t x xx t tu u u u u f u


   

имеет место  

 
2 2 2 2

2, 2, 2, 2,
, ln .x xx t x x x

d du u u u u u
dt dt

 

   
    

Это позволяет записать уравнение 

2 2

2, 2,

1 ln ,
2t x t

du u fu dx
dt 



    

интегрируя которое получим 

2 2 4

2, 2, 2,
0 0

2 ln 2 ln ( ,0) .
t t

t x t xu d u fu dxd u x 
  



      

Первое слагаемое правой части оценим по модулю и применим к нему неравенство Коши, что 
дает неравенство 

2 2 2

2, 2, 2,
0

ln ln ( ) ,
t

x xu f d x 
  
   

которое, в свою очередь, приводит к оценке 
2

2,
( ),xu K t


        (12) 

выполняющейся для всех t [0, T] при 

2
2,

0
2

2,
( ) ( ) .

t

f d

xK t x e








  

Теорема 3 доказана. 
Выбирая в (12) верхнюю границу оценки и подставляя в (11), получаем 

1( ) ( , ).t xxu K t u f x t        (13) 

Пример 3. Пусть имеет место (6). В этом случае 
31 3

2 22 9
2, 2,

0 0

1 1(2 1) , , ( ) .
3 9 3

t t

x
tx dx f d K t e 

 
       

Подстановка в (13) приводит к линейному уравнению 
31

93 .
t

t xxu e u xt


   

 
Заключение 
В работе установлены априорные оценки (4), (9) и (12) производных решений второй сме-

шанной задачи для одномерных неоднородных уравнений с интегральной нагрузкой ( ) pa s s в 

главной части при p=1, 0,5 и -1 соответственно. Во всех случаях граничные условия являются одно-
родными. Метод линеаризации с использованием априорных оценок состоит в замене интеграль-
ной нагрузки в уравнении функциями от t, полученными из правых частей соответствующих оце-
нок. Данный способ линеаризации в отличие от других позволяет переходить от исходного уравне-
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ния к линейному с сохранением в основном физического смысла процесса, моделируемого нагру-
женным уравнением. Точное или приближенное решение линеаризованного уравнения, найденное 
при исходных начальном и граничных условиях, будем считать приближенным решением нагру-
женного уравнения. Это решение может быть использовано для запуска итерационного процесса 
последовательных приближений к точному решению нагруженной задачи. 
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Аннотация. Статья представляет собой введение в теорию колец и полуколец непрерывных действи-

тельнозначных функций, дающее возможность читателю получить начальное представление по существу 
предмета. Излагаются элементы теории колец непрерывных функций и общей топологии, необходимые для 
изучения функциональной алгебры. Рассматриваются различные алгебраические и функционально-топо-
логические характеризации F-пространств и P-пространств. Сформулированы исследовательские задачи по 
теории полуколец непрерывных функций. 

 
Ключевые слова: кольцо непрерывных функций, полукольцо непрерывных функций, F-пространство, 

P-пространство. 

 
Введение 

Статья посвящена теории колец и полуколец непрерывных числовых функций на топологи-
ческих пространствах – теории, представляющей собой важный раздел и направление развития 
функциональной алгебры. Она может служить введением в полукольца непрерывных функций для 
изучающих современную математику и заинтересовавшихся данным ее направлением. Представ-
ленный материал дает пищу для самостоятельных размышлений и исследований в области функ-
циональной алгебры. 

Кольца C(X) непрерывных действительнозначных функций уже стали классическим объектом 
в современной математике. Начало изучению колец C(X) положили работы С. Банаха, М. Стоуна [36], 
И. М. Гельфанда и А. Н. Колмогорова [22] 1930-х гг. Большую роль в развитии теории колец непре-
рывных функций сыграли статьи Э. Хьюитта [33], Л. Гиллмана и М. Хенриксена [29; 30]. 

Первым обобщающим трудом стала монография Л. Гиллмана и М. Джерисона «Кольца непре-
рывных функций», вышедшая из печати в 1960 г.; второе издание [31] опубликовано в 1976 г. 
Дальнейшую информацию о кольцах непрерывных функций можно найти в обзорных статьях [10; 
11; 33; 37; 38], а также в книгах [12; 13]. Общей теории колец непрерывных функций посвящены 
работы [35; 38]. 

Классическая теория колец непрерывных функций зиждется на теории множеств, общей то-
пологии, абстрактной алгебре (кольца, полугруппы, решетки), специфике числовой системы R дей-
ствительных (вещественных) чисел, находится на стыке с функциональным анализом, топологиче-
ской алгеброй, теорией пучков. Как подчеркнуто в [18, с. 12–13], «основой возникновения плодо-
творной теории колец C(X) стало успешное внедрение действительных чисел в общую топологию – 
в теорию тихоновских пространств (большая лемма Урысона, вложение в тихоновские кубы, ком-
пактификация X, метризация)». В своем Предисловии к книге [2, с. 7–8] П. С. Александров отмечал: 
«На этой почве возникла теория колец непрерывных действительных функций, определенных на 
топологических пространствах, – теория, являющаяся одновременно и плодотворным методом, и 
обширной областью исследований, в которой общая топология соприкасается с функциональным 
анализом и топологической алгеброй». 

Система R является уникальным математическим объектом, в котором естественным обра-
зом переплетаются и взаимодействуют фундаментальные типы математических структур: алгеб-
раическая структура (поле), порядковая структура (линейно упорядоченное множество), топологи-
ческая структура (интервальная топология, метрика). Отметим, что система R имеет следующие 
абстрактные характеризации (с точностью до соответствующего изоморфизма): 

R – непрерывное линейно упорядоченное поле; 
R – связное локально компактное вещественное поле (теорема Понтрягина). 
Полукольца C+(X) непрерывных неотрицательных функций и полуполя U(X) непрерывных по-

ложительных функций возникли на основе теории колец C(X) около 30 лет тому назад. Основопола-
гающей явилась статья 1998 г. [6]. Некоторые другие классы полуколец непрерывных функций рас-
сматривались в [5; 19; 20]. Развитие теории полуколец непрерывных функций подытожено в двух-
томной монографии [18; 19] 2016 г. и обзорной статье [21]. 
                                                                 
© Вечтомов Е. М., 2022 
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Главные направления в исследовании колец C(X): 
I. Установление связей между топологическими свойствами топологических пространств X и 

алгебраическими свойствами колец C(X). 
В частности: 
 решение проблемы определяемости пространств X из различных классов K топологических 

пространств кольцом C(X) или связанными с ним алгебраическими системами; 
 открытие и определение двойственностей между той или иной категорией K топологиче-

ских пространств X с непрерывными отображениями в качестве морфизмов и категорией соответ-
ствующих колец C(X) и их гомоморфизмов. 

II. Нахождение алгебраических свойств, общих всем кольцам C(X). 
В частности: 
 получение алгебраических характеризаций колец, изоморфных кольцам вида C(X), т. е. аб-

страктное описание класса колец C(X). 
Аналогичные направления и задачи выделяются и главенствуют в теории полуколец непре-

рывных числовых функций: полуколец C+(X) и C(X), полуполей U(X) и U(X). 
Отметим, что кольца, полукольца и полуполя непрерывных числовых функций могут рас-

сматриваться с той или иной топологией (поточечной сходимости, компактно-открытой, sup-нор-
мой), превращающей их в тополого-алгебраические объекты. 

В настоящей работе сформулированы исходные определения и предварительные результаты, 
необходимые для понимания ее содержания, приведены важные понятия и факты, касающиеся ко-
лец, полуколец и полуполей непрерывных действительнозначных функций на топологических про-
странствах. 

Статья преследует следующие цели: 
 мотивированное краткое введение в теорию колец и полуколец непрерывных действитель-

нозначных функций, дающее возможность студенту-математику погрузиться в предмет; 
 сжатое изложение совокупности алгебраических и функционально-топологических харак-

теризаций F-пространств и их важнейших классов: P-пространств, экстремально несвязных про-
странств, базисно несвязных пространств и др.; 

 постановка новых исследовательских задач по теории полуколец непрерывных функций. 
Предполагаются известными исходные теоретико-множественные понятия и обозначения 

(имеются в учебных пособиях [1; 17; 25]). 
В процессе изучения предлагаемой тематики полезно ознакомиться с некоторыми свойства-

ми абстрактных колец, полуколец, решеток, информацию о которых можно найти в книгах [4; 12; 
13; 17; 20; 23; 26; 27]. Весь требуемый материал по общей топологии содержится в трудах [1–3; 17; 
24; 25; 31]. 

Статья имеет следующую структуру. 
1. Основные понятия. 
2. Предварительные сведения. 
3. F-пространства и их характеризации. 
4. P-пространства и другие классы пространств. 
5. Задачи для исследований. 
Библиография включает 38 источников. 
Отметим, что параграфы 1–4 разбиты на отдельные пункты с двойной нумерацией, а теоре-

мы, предложения, следствия, примеры и замечания имеют свои сквозные нумерации. 
В заключении Введения перечислим имена наиболее известных математиков, так или иначе 

причастных к исследованию колец функций. 
Персоналии: 
Александров Павел Сергеевич (1896–1982) – выдающийся русский советский математик, то-

полог, академик, основатель и руководитель московской топологической школы. 
Банах Стефан (1892–1945) – выдающийся польский математик, один из создателей совре-

менного функционального анализа, основатель львовской математической школы. 
Гельфанд Израиль Моисеевич (1913–2009) – российский математик, академик, выдающийся 

специалист в области функционального анализа. 
Гиллман Леонард (1917–2009) – американский математик, один из создателей теории колец 

непрерывных функций. 
Джерисон Мейер (1922–1995) – американский математик, специалист по функциональному 

анализу и теории колец. 
Зариский Оскар (1899–1986) – американский математик, крупный специалист по алгебраи-

ческой топологии. 
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Исбелл Джон (1930–2005) – американский математик, тополог. 
Кантор Георг (1845–1918) – немецкий математик, создатель теории множеств. 
Капланский Ирвинг (1917–2006) – канадский и американский математик, известный алгеб-

раист. 
Колмогоров Андрей Николаевич (1903–1987) – выдающийся русский советский математик, 

академик, создатель целого ряда математических теорий. 
Куратовский Казимеж (1896–1980) – выдающийся польский математик, один из основопо-

ложников современной топологии, глава польской топологической школы. 
Понтрягин Лев Семенович (1908–1988) – выдающийся русский советский математик, ака-

демик, ведущий ученый по топологической алгебре, известный специалист в области приложений 
математики. 

Стоун Маршалл (1903–1989) – американский математик, видный специалист в области ал-
гебры, общей топологии (именно он, в 1937 г., ввел понятие general topology), функционального 
анализа, создатель современной теории булевых алгебр. 

Титце Генрих (1880–1964) – австрийский математик, специалист по топологии и теории 
групп. 

Тихонов Андрей Николаевич (1906–1993) – выдающийся русский советский математик, ака-
демик, тополог, видный специалист в области вычислительной математики. 

Улам Станислав (1902–1984) – польский и американский математик, известный специалист 
по теории множеств. 

Урысон Павел Самуилович (1898–1924) – выдающийся российский математик, тополог, вме-
сте с П. С. Александровым явился создателем московской топологической школы. 

Френкель Абрахам (1891–1965) – немецкий и израильский математик, известный специа-
лист по основаниям математики, один из авторов классической аксиоматики теории множеств – 
системы Цермело – Френкеля. 

Фреше Морис (1878–1973) – французский математик, известный специалист по топологии и 
функциональному анализу, определил понятие метрического пространства (1906). 

Хаусдорф Феликс (1868–1942) – немецкий математик, один из основоположников современ-
ной топологии, определил понятие (хаусдорфова) топологического пространства (1914). 

Хенриксен Мелвин (1927–2009) – американский математик, известный специалист по функ-
циональному анализу и решеточно упорядоченным кольцам. 

Хьюитт Эдвин (1920–1999) – американский математик, крупный специалист по функцио-
нальному анализу и абстрактному гармоническому анализу. 

Цермело Эрнст (1871–1953) – немецкий математик, создатель аксиоматической теории 
множеств (1904–1908), сформулировал аксиому выбора и на ее основе доказал теорему о вполне 
упорядочении любого множества. 

Цорн Макс (1906–1993) – американский математик немецкого происхождения, соавтор лем-
мы Куратовского – Цорна (1922, 1935). 

Чех Эдуард (1893–1960) – известный чешский математик, тополог. 
Энгелькинг Рышард (1935 г. р.) – польский математик, известный специалист по общей то-

пологии и теории размерности. 
1. Основные понятия 

1.1. Исследуются три алгебраических объекта (полукольца) над произвольным топологиче-
ским пространством X, имеющие функционально-топологическую природу: 

 кольцо C(X)=C(X, R) всех непрерывных действительнозначных функций на X с поточечно 
определенными операциями сложения и умножения функций  

f, gC(X) xX ((f+g)(x)=f(x)+g(x), (fg)(x)=f(x)g(x)); 
 полукольцо C+(X)=C(X, R+) всех непрерывных неотрицательных функций на X со значениями 

в топологическом полуполе с нулем R+ неотрицательных действительных чисел; 
 полуполе U(X)=C(X, P) всех непрерывных положительных функций на X со значениями в то-

пологическом полуполе P положительных действительных чисел. 
Кольцо C(X) является кольцом разностей как полукольца C+(X), так и полуполя U(X). Множе-

ство C+(X) равно множеству всевозможных квадратов элементов кольца C(X), т. е. C+(X)={f2: fC(X)}. 
Полуполе U(X) служит мультипликативной группой полукольца C+(X), т. е. совпадает с множеством 
всех его обратимых элементов. 

Кроме того, будем рассматривать аддитивно идемпотентные полукольцо C(X) и полуполе 
U(X), получаемые из полукольца C+(X) и полуполя U(X) заменой аддитивной операции + на опера-
цию  взятия max двух функций, с сохранением операции умножения. 
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1.2. Под полукольцом понимается алгебраическая структура S, +,  с коммутативно-ассоциа-
тивной операцией сложения + и ассоциативной операцией умножения , дистрибутивной относи-
тельно сложения с обеих сторон.  

Полукольцо S, +, , обозначаемое просто S, называется:  
коммутативным, если на S выполняется тождество xy=yx; 
(аддитивно) идемпотентным, если S удовлетворяет тождеству х+x=x; 
полукольцом с нулем 0, если в S существует элемент 0, нейтральный по сложению (sS s+0=s) 

и поглощающий по умножению (sS 0s=0=s0); 
полукольцом с единицей 1, если S обладает элементом 1, нейтральным по умножению; 
кольцом, если S, + является (коммутативной) группой; 
полуполем, если S,  – коммутативная группа; 
полуполем с нулем, если S имеет нуль 0 и S\{0}, +,  – полуполе. 
Мы предполагаем известными такие общеалгебраические понятия, как идеал кольца (полуколь-

ца), подполукольцо, конгруэнция на полукольце, фактор-полукольцо, гомоморфизм (изоморфизм, мо-
номорфизм, эпиморфизм, эндоморфизм, автоморфизм) полуколец и т. п. [см., например, 19; 31]. 

1.3. Относительно поточечного порядка  кольцо C(X) становится решеточно упорядоченным 
кольцом. Для произвольных функций f, gC(X)  

fg означает f(x)g(x) для всех xX. 
Получаем дистрибутивную решетку C(X), , в которой sup{f, g}=fg и inf{f, g}=fg; дистрибу-

тивность означает, что операции  и  дистрибутивны друг относительно друга. Имеем также ре-
шеточно упорядоченное полукольцо C+(X) с наименьшим элементом функцией-константой нуль 0 и 
решеточно упорядоченное полуполе U(X). 

1.4. Приведем следующие важные обозначения. 
Пусть fC(X). Тогда: 
Z(f)={xX: f(x)=0}=f–1({0)} – нуль-множество на X (функции f); 
coz f=X\Z(f)={xX: f(x)0} – конуль-множество на X (функции f); 
N(f)={xX: f(x)0} и P(f)={xX: f(x)0}; 
f=f(–f)C+(X) – модуль функции f; 
f+=f0 и f– =(–f)0 – функции из C+(X). 
Через Z(X) обозначается множество всех нуль-множеств на топологическом пространстве X,  

т. е. Z(X)={Z(f): fC(X)}. Относительно отношения включению  множеств Z(X) является дистрибу-
тивной решеткой с наименьшим элементом – пустым нуль-множеством =Z(1), и наибольшим эле-
ментом – самим пространством X=Z(0). Действительно, 

Z(f)Z(g)=Z(fg), Z(f)Z(g)=Z(f2+g2) для любых f, gC(X). 
1.5. Если AC(X), то через Ann A={fC(X): gA fg=0} обозначается аннулятор множества A. 

Множество Ann A=Ann I, I – идеал кольца C(X), порожденный множеством A, является идеалом в C(X) 
и называется аннуляторным идеалом. 

Идеал J кольца C(X) называется: 
собственным, если JC(X); 
простым, если J – собственный и fgJ влечет fJ или gJ для любых f, gC(X); 
максимальным, если J – собственный и в C(X) нет других собственных идеалов, содержащих J; 
выпуклым, если fC(X), gJ, 0fg влекут fJ; 
абсолютно выпуклым, если fC(X), gJ, fg влекут fJ; 
z-идеалом, если fC(X), gJ, Z(f)=Z(g) влекут fJ; 
чистым, если fJ gJ fg=f. 
Для любого простого идеала P кольца C(X) определяется идеал 

OP={fC(X): gC(X)\P fg=0}={fC(X): (AnnfP)}. 
Для полуколец C+(X) и C(X) понятия собственного, простого, максимального, чистого, анну-

ляторного идеалов, z-идеала, идеала OP, простого и максимального спектров определяются точно 
так же, как и для кольца C(X). 

Идеал J полукольца C+(X) называется: 
полустрогим, если fC+(X), f+g, gJ влекут fJ; 
строгим, если f, gC+(X), f+gJ влекут fJ (это аналог выпуклости). 
Для полуколец C(X) понятия полустрогого и строгого идеалов равносильны. В любом кольце 

все идеалы полустрогие, а строгим будет только несобственный идеал – само кольцо. 
Множество Id C(X) всех идеалов кольца C(X) с отношением включения  будет полной модуляр-

ной решеткой. Аналогично получаются решетки идеалов Id C+(X) и Id C(X) полуколец C+(X) и C(X). 
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Множество Con C+(X) всех конгруэнций на полукольце C+(X) образует полную решетку относи-
тельно включения конгруэнций. Аналогично возникают решетки конгруэнций Con C(X), Con U(X) и 
Con U(X) на полукольце C(X) и на полуполях U(X) и U(X) соответственно. Заметим, что решетки 
Id C(X) и Con C(X) канонически изоморфны. 

1.6. Понятие топологического пространства предполагается известным. 
Пусть X – произвольное топологическое пространство и Y – некоторое его подмножество. Че-

рез Y0 обозначается внутренность множества Y (в X), а через [Y] – его замыкание. 
Замыкание открытого множества (внутренность замкнутого множества) топологического 

пространства X называется канонически замкнутым множеством (канонически открытым множе-
ством). Легко видеть, что подмножество Y пространства X канонически замкнуто (канонически от-
крыто) тогда и только тогда, когда Y=[Y0] (соответственно, Y=[Y]0). 

Топологическое X пространство называется: 
T0-пространством, если любые две его различные точки x и y отделяются некоторым от-

крытым множеством U: xU, yU или xU, yU (Колмогоров); 
T1-пространством, если все его одноточечные множества замкнуты; 
хаусдорфовым, если каждые две его различные точки содержатся в некоторых непересекаю-

щихся открытых множествах; 
тихоновским (хьюиттовским), если X гомеоморфно некоторому подпространству (замкнуто-

му подпространству) тихоновской степени числовой прямой R; 
нормальным, если X есть T1-пространство и каждые два его непересекающиеся замкнутые 

множества содержатся в некоторых непересекающихся открытых множествах; 
совершенно нормальным, если X есть T1-пространство и для любых его непересекающихся за-

мкнутых множеств A и B существует такая функция fC(X), что Z(f)=A и Z(1–f)=B; 
компактным, если любое его покрытие открытыми множествами (открытое покрытие) со-

держит конечное подпокрытие; 
компактом, если оно компактно и хаусдорфово; 
псевдокомпактным, если оно тихоновское и все функции из C(X) ограниченные, т. е. C(X)=C(X) – 

подкольцо кольца C(X), состоящее из ограниченных (непрерывных) функций; 
нульмерным, если X есть T1-пространство и каждое его открытое множество является объ-

единением открыто-замкнутых множеств; 
экстремально несвязным, если оно тихоновское и каждое его канонически замкнутое множе-

ство открыто; 
базисно несвязным, если оно тихоновское и замыкание каждого конуль-множества на X от-

крыто. 
Подмножество Y топологического пространства X называется C-расширяемым (C-расширяемым), 

если любая функция из C(Y) (соответственно, из C(Y)) продолжается до некоторой функции из C(X). 
1.7. Множество всех простых (максимальных) идеалов кольца C(X) обозначается Spec C(X) и 

Max C(X) соответственно. Имеем Max C(X)Spec C(X). Множество Spec C(X) с топологией Стоуна – За-
риского оказывается компактным T0-пространством, называемым простым спектром кольца C(X). 
При этом его подпространство Max C(X) будет компактным T1-пространством, называемым макси-
мальным спектром кольца C(X). 

2. Предварительные сведения 
2.1. Множества A и B топологического пространства X называются функционально отдели-

мыми, если f(A)={0} и f(B)={1} для некоторой функции fC(X); беря функцию (f0)1C(X), можно 
считать f(X)[0, 1]. 

Предложение 1. Два непересекающиеся множества топологического пространства функцио-
нально отделимы тогда и только тогда, когда они содержатся в непересекающихся нуль-множествах. 

Тихоновость пространства X эквивалентна тому, что X есть T1-пространство и любые замкну-
тое множество BX и точка pX\B, т. е. одноточечное множество {p}, функционально отделимы. 
Хьюиттовость тихоновского пространства X равносильна тому, что любой R-идеал M кольца C(X),  
т. е. такой, фактор-кольцо C(X)/M по которому изоморфно полю R, является фиксированным макси-
мальным идеалом  

M=Mx={fC(X): f(x)=0} для подходящей точки xX. 
Предложение 2. Для любой функции fC(X) верны равенства: 
1) f=f+–f–; 
2) f=f++f–; 
3) f+f–=0; 
4) coz f=N(f)P(f); 
5) N(f)=coz f– и P(f)=coz f+. 
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Предложение 3. Кольцо C(X) обладает следующими свойствами делимости (f, gC(X)): 
1) если Z(f)Z0(g), то g делится на f, т. е. gfC(X); 
2) если fg2, то f делится на g; 
3) функции f и (f(–1))1 делятся друг на друга. 
Предложение 4. Решетка нуль-множеств Z(X) замкнута относительно счетных пересечений, т. 

е. для всякой последовательности функций f1, f2, …, fn, … из C(X) существует такая функция fC(X), что  
Z(f)=nNZ(fn)=Z(f1)Z(f2)…Z(fn)… . 

Предложение 5. Семейства следующих открытых множеств образуют открытые базы про-
извольного тихоновского пространства: конуль-множества; канонически открытые множества; 
внутренности нуль-множеств. 

Предложение 6. Для произвольного T1-пространства X равносильны следующие условия: 
1) X – тихоновское пространство; 
2) конуль-множества образуют открытую базу пространства X; 
3) Z(X) является замкнутой базой пространства X. 
Замечание 1. Предложения 1–6 доказываются непосредственно. Предлагаем читателю дока-

зать эти утверждения самостоятельно. 
2.2. Для произвольного подмножества Z топологического пространства X определим в кольце 

C(X) z-идеал 
MZ={fC(X): ZZ(f)}={Mx: xZ}. 

В частности, M=C(X) и MX={0}. Также имеем MZ=M[Z]. 
Предложение 7. Пусть X – тихоновское пространство и A – идеал кольца C(X). Тогда верны 

следующие утверждения: 
1) идеал A является прямым слагаемым кольца C(X)  A=eC(X) для некоторого идемпотента 

e=e2C(X)  A=MZ для подходящего открыто-замкнутого множества Z в X; 
2) A является аннуляторным идеалом кольца C(X)  A=MZ для подходящего канонически за-

мкнутого множества Z в X. 
Замечание 2. В предложении 7 Z=A={Z(f): fA}, причем, Z=Z(e) в 1). Замкнутое множество 

A можно назвать нуль-множеством идеала A, а дополнение X\A={coz f: fA} – конуль-множест-
вом A. 

2.3. Для любого топологического пространства X существует его тихоновизация – такое тихо-
новское пространство X, что C(X)C(X). Каждое тихоновское пространство X имеет расширение 
Хьюитта X и компактификацию Стоуна – Чеха X. Пространство X хьюиттовское, плотно содер-
жит X и все функции из C(X) продолжаются (однозначно) до функций из C(X). Компакт X плотно 
содержит X и все ограниченные функции из C(X) продолжаются (однозначно) до функций из C(X). 
Топологические пространства X и X определены однозначно, с точностью до гомеоморфизма над 
X. При этом C(X)C(X), C+(X)C+(X), U(X)U(X) и C(X)C(X). 

Сформулируем несколько фундаментальных результатов о кольцах C(X). 
2.4. Теорема Гельфанда – Колмогорова (1939 [22]). Для любого тихоновского пространства 

X максимальный спектр MaxC(X) кольца C(X) гомеоморфен стоун-чеховской компактификации X 
пространства X. При этом максимальные идеалы кольца C(X) исчерпываются идеалами вида  

Mp={fC(X): p[Z(f)]X} по всем точкам pX. 
Здесь [Z(f)]X – замыкание нуль-множества Z(f) в компакте X, и отображение pMp, pX, 

осуществляет искомый гомеоморфизм X на MaxC(X). Если pX, то получаем Mp=Mp={fC(X): f(p)=0}. 
Следствие 1. Каждый компакт X определяется, однозначно с точностью до гомеоморфизма, 

своим кольцом C(X). 
2.5. Далее, если : YX есть непрерывное отображение топологических пространств Y и X, то 

отображение 
: C(X)C(Y), (f)=f для всех fC(X), 

будет кольцевым гомоморфизмом, сохраняющим функции-константы; гомоморфизм  называется 
индуцированным посредством . Если Y – одноэлементное пространство, Y={y}, (y)=xX, то C(Y)R и  
гомоморфизм x:=, x(f)=f(x) для любой функции fC(X), называется вычислением в точке x. 

Пример 1. Произвольный кольцевой гомоморфизм : C(X)C(Y) сохраняет функцию-конс-
танту 0, (0)=0, но не обязан сохранять функцию-константу 1; при этом (1)2=(1) будет мульти-
пликативным идемпотентом кольца C(Y). Возьмем непересекающиеся числовые промежутки U и V, 
скажем, U=[–1; 0) и V=(0; 1], и образуем несвязное топологическое пространство X=UV как подпро-
странство числовой прямой. Кольцо C(X) содержит идемпотент e: e(U)={1}, e(V)={0}. Главный идеал 
eC(X) как кольцо изоморфен кольцу C(U). Эндоморфизм : C(X)C(X) кольца C(X), определенный 
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формулой (f)=ef, fC(X), переводит 1 в e1. Положим : C(X)C(U), (f)=fU есть ограничение функ-
ции fC(X) на U. Эпиморфизм  сохраняет 1 и все функции-константы. Заметим, что = при тожде-
ственном вложении : UX, (x)=x для всех xU. 

2.6. Имеет место следующее утверждение: 
Предложение 8. Пусть даны произвольные хьюиттовское пространство X и тихоновское 

пространство Y. Тогда всякий гомоморфизм : C(X)C(Y) кольца C(X) в кольцо C(Y), (1)=1, является 
индуцированным = посредством однозначно определенного непрерывного отображения : YX.  
В частности, если  – изоморфизм, то  – гомеоморфизм. 

Отметим только, что (y)=x при yY и xX означает –1(Mx)=My. 
Следствие 2. Каждое хьюиттовское пространство X определяется, однозначно с точностью 

до гомеоморфизма, кольцом C(X). 
На основе предложения 7 доказывается 
Двойственность Хьюитта (E. Hewitt, 1948 [34]). Категория всех колец вида C(X) с их гомомор-

физмами, сохраняющих 1, в качестве морфизмов антиэквивалентна категории всех хьюиттовских 
пространств X и их непрерывных отображений. 

Следствие 3. Двойственность Хьюитта справедлива для категории полуколец C+(X) с сохра-
няющими 1 гомоморфизмами и для категории полуполей U(X) с произвольными гомоморфизмами. 

Здесь следует иметь в виду, что при любом топологическом пространстве X кольцо C(X) явля-
ется кольцом разностей аддитивно сократимых полукольца C+(X) и полуполя U(X). 

Свойство pm [31, theorem 2.11]. Кольца C(X) суть pm-кольца, т. е. в них каждый простой идеал 
содержится в единственном максимальном идеале. 

Замечание 3. Теорема Гельфанда – Колмогорова и свойство pm выполняются и для полуко-
лец C+(X). Рекомендуем разобраться с их доказательствами, приведенными в указанных источниках 
или в книге [18, п. 7]. 

2.7. Приведем классические топологические утверждения о продолжаемости непрерывных 
функций. 

Теорема Титце – Урысона (1925, [28, теорема 2.1.8]). Всякое замкнутое подмножество произ-
вольного нормального пространства C-расширяемо. 

Из теоремы Титце – Урысона непосредственно выводится так называемая (по историческим 
причинам) 

Большая лемма Урысона (1925, [28, теорема 1.5.10]). Любые два непересекающиеся замкну-
тые множества нормального пространства функционально отделимы. 

Отметим, что функциональная отделимость любых двух непересекающихся замкнутых мно-
жеств произвольного T1-пространства влечет его нормальность. 

Предложение 9. Любой компакт является нормальным пространством. 
Следствие 4. Компакты суть тихоновские пространства. 
Следствие 5. Каждое замкнутое подмножество произвольного компакта C-расширяемо. 
Теорема расширения Урысона (1925, [31, theorem 1.17]). Для C-расширяемости подпро-

странства Y тихоновского пространства X необходимо и достаточно, чтобы любые два функцио-
нально отделимые множества в Y были функционально отделимы в X. 

Замечание 4. Докажите предложение 9. Изучите доказательства приведенных теорем Урысона. 
3. F-пространства и их характеризации 

3.1. Тихоновское пространство X называется F-пространством (Gillman, Henriksen, 1956 [30]), 
если кольцо C(X) является кольцом Безу1: любой конечнопорожденный идеал в C(X) главный. Фак-
тически это означает: 

f, gC(X) dC(X) fC(X)+gC(X)=dC(X). 
Мы F-пространством будем называть произвольное топологическое пространство X, для ко-

торого C(X) есть кольцо Безу. 
Точка x топологического пространства X называется F-точкой, если xZ0(fg)=(Z(f)Z(g))0  

xZ0(f)Z0(g) для любых f, gC(X). Отметим, что тема F-пространств затрагивается в работах [6; 8; 9; 
11–13; 15; 18–21; 30; 31; 38]. 

3.2. Характеризации в терминах колец функций 
Теорема 1. Для любого топологического пространства X эквивалентны следующие утвер-

ждения: 
1) X есть F-пространство; 
2) кольцо C(X) является НОД-кольцом; 

                                                                 
1 По имени французского математика Этьена Безу (1730–1783), члена Французской академии наук, специали-
ста по алгебре и теории чисел. 
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3)  кольцо C(X) является НОК-кольцом; 
4) ffC(X) для любой функции fC(X); 
5) все идеалы кольца C(X) выпуклые; 
6) все идеалы кольца C(X) абсолютно выпуклые; 
7) в C(X) каждый идеал OP, PSpec C(X), простой; 
8) в C(X) каждый идеал OM, MMax C(X), простой; 
9) любые два непересекающиеся конуль-множества coz f и coz g,  f, gC(X), функционально от-

делимы, т. е. если fg=0, то fh=f и gh=0 для некоторой функции hC(X); 
10) для любой функции fC(X) множества N(f) и P(f) функционально отделимы; 
11) каждое конуль-множество coz f, fC(X), C-расширяемо; 
12) решетка Id C(X) дистрибутивна; 
13) X есть F-пространство; 
14) X есть F-пространство; 
15) X есть F-пространство; 
3.3. Характеризации в терминах полуколец функций 
Теорема 2. Для любого топологического пространства X эквивалентны следующие условия: 
1) X есть F-пространство; 
2) C+(X) – полукольцо Безу; 
3) C+(X) является НОД-полукольцом; 
4) C+(X) является НОК-полукольцом; 
5) все идеалы полукольца C+(X) полустрогие; 
6) все идеалы полукольца C+(X) строгие; 
7) в C+(X) каждый идеал OP, PSpec C+(X), простой; 
8) в C+(X) каждый идеал OM, MMax C+(X), простой; 
9) решетки Id C(X) и Id C+(X) изоморфны; 
10) решетка Id C+(X) модулярна; 
11) решетка Id C+(X) дистрибутивна; 
12) решетка Con C+(X) дистрибутивна; 
13) Con C+(X)Con C(X). 
3.4. Характеризации в терминах полуполей функций 
Ядром полуполя U(X) или полуполя U(X) называется класс 1 любой конгруэнции на этом по-

луполе. Непустое подмножество A полуполя U(X) будет ядром тогда и только тогда, когда A есть 
подгруппа мультипликативной группы U(X) с условием: 

aA u, vU(X) (u+v=1  au+vA). 
Ядро главной конгруэнции на полуполе U(X), порожденной парой (u, 1), uU(X), называется 

главным ядром и обозначается (u). Отметим, что ядра полуполя U(X) являются и ядрами полуполя 
U(X) [см. 19, п. 16]. Если U(X)=(u) для некоторой функции uU(X), то полуполе U(X) называется полу-
полем с образующей u; аналогично, в случае U(X). 

Теорема 3. Для любого топологического пространства X равносильны следующие условия: 
1) X есть F-пространство; 
2) произведение любых двух главных ядер полуполя U(X) является главным ядром; 
3) пересечение любых двух главных ядер полуполя U(X) является главным ядром; 
4) все ядра полуполя U(X) выпуклы; 
5) решетка Con U(X) дистрибутивна; 
6) Con U(X)Con U(X); 
7) Con U(X)=Con U(X). 
3.5. Характеризации на языке полуколец [0, 1]-значных функций 
Пусть I=[0; 1] – компактное идемпотентное полукольцо с операцией сложения , обыч-ным 

умножением чисел и естественной топологией. Положим, C(X, I) – идемпотентное полукольцо всех 
непрерывных функций на топологическом пространстве X со значениями в топо-логическом полу-
кольце I с поточечно заданными операциями сложения  и умножения  функций. 

Теорема 4. Для любого топологического пространства X эквивалентны следующие условия: 
1) X есть F-пространство; 
2) C(X, I) – полукольцо Безу; 
3) C(X, I) является НОД- полукольцом; 
4) C(X, I) является НОК- полукольцом; 
5) каждый простой идеал полукольца C(X, I) содержится в единственном максимальном идеа-

ле, т. е. C(X, I) есть pm-полукольцо; 
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6) каждый простой идеал полукольца C(X, I) содержит единственный минимальный простой 
идеал; 

7) все простые идеалы полукольца C(X, I), содержащие данный простой идеал, образуют цепь 
по включению; 

8) полукольцо C(X, I) слабо риккартово, т. е. аннуляторы его элементов суть чистые идеалы; 
9) максимальный спектр Max C(X, I) полукольца C(X, I) является хаусдорфовым простран-

ством. 
Другие характеризации F-пространств изложены в [19, пп. 22, 28, 34, 38]. 

4. P-пространства и другие классы пространств 
4.1. Тихоновское пространство X называется P-пространством (Gillman, Henriksen, 1954 [29]), 

если каждый простой идеал кольца C(X) максимален. 
Точка x топологического пространства X называется P-точкой, если xZ(f)  xZ0(f) для лю-

бой функции fC(X). 
Тема P-пространств рассматривалась в [6; 11–13; 15; 18–21; 29; 31; 38]. 
Теорема 5. Для любого тихоновского пространства X эквивалентны следующие утверждения: 
1) X есть P-пространство; 
2) кольцо C(X) регулярное, т. е. fC(X) gC(X) fgf=f; 
3) любое нуль-множество Z(f), fC(X), открыто (открыто-замкнуто); 
4) все идеалы кольца C(X) будут z-идеалами; 
5) в C(X) каждый идеал OP, PSpec C(X), максимальный; 
6) в C(X) каждый идеал OM, MMax C(X), максимальный; 
7) каждое конуль-множество на X C-расширяемо; 
8) Con C+(X)=Con C(X); 
9) Con C(X)Con C+(X); 
10) пересечение любого счетного семейства открытых множеств пространства X открыто; 
11) X есть P-пространство; 
12) все точки пространства X суть P-точки; 
13) каждое конуль-множество на пространстве X C-расширяемо. 
4.2. По закону контрапозиции, тихоновское пространство X будет экстремально несвязным 

(базисно несвязным) тогда и только тогда, когда в X внутренность любого замкнутого множества 
(нуль-множества) замкнута, равносильно, открыто-замкнута. Очевидно, что дискретные топологи-
ческие пространства являются экстремально несвязными P-пространствами. 

Замечание 5. Известно, что любое экстремально несвязное P-пространство неизмеримой 
мощности дискретно (теорема Исбелла). Известная аксиома Улама утверждает, что все кардиналы 
(мощности) неизмеримые. Существует предположение, что в аксиоматической теории множеств 
Цермело – Френкеля аксиому Улама можно доказать. 

Теорема 6. Верны следующие утверждения: 
1) всякое псевдокомпактное P-пространство конечно; 
2) любое P-пространство базисно несвязно; 
3) любое экстремально несвязное пространство базисно несвязно; 
4) любое базисно несвязное пространство является нульмерным F-пространство. 
Доказательство. 1) Пусть X – псевдокомпактное P-пространство. Тогда C(X)C(X)=C(X). Зна-

чит, компакт X также будет P-пространством. Поэтому можно считать, что само X является ком-
пактным P-пространством. Предположим от противного, что пространство X бесконечно. Тогда в 
нем найдется собственное бесконечное открыто-замкнутое множество U1, которое само будет ком-
пактным P-пространством. Аналогично, в U1 существует собственное бесконечное открыто-замк-
нутое множество U2. Продолжая этот процесс, получим бесконечную строго убывающую последова-
тельность U1U2…Un… открыто-замкнутых множеств в X. Ее пересечение U, будучи нуль-
множеством на X, также открыто-замкнуто. В результате имеем счетное покрытие компактного 
пространства X=(X\U1)(U1\U2)…(Un\Un+1)…U, что невозможно. (Заметим, что при доказатель-
стве не имеет значения пусто множество U или нет. Хотя в нашем «компактном» случае U). 

Утверждения 2) и 3) очевидны. 
4) Пусть X – базисно несвязное пространство. По предложению 3 оно нульмерно. Возьмем 

fC(X). Множества N(f) и P(f) являются конуль-множествами. Замыкание N(f) открыто-замкнуто и 
не пересекается с P(f). Следовательно, N(f) и P(f) функционально отделимы. Стало быть, имеет ме-
сто утверждение 10) теоремы 1. Остается применить теорему 1. 

Пример 2. В силу утверждения 4) теоремы 5 базисно несвязные пространства дают примеры 
нульмерных F-пространств. 
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Пример 3. Пусть Y – произвольное локально компактное тихоновское пространство, являю-
щееся объединением счетного семейства компактных подпространств. Тогда нарост X=Y\Y будет 
компактным F-пространством. В частности: R\R – несвязное F-пространство, не являющееся 
вполне несвязным; R+\R+ – связное F-пространство. 

Пример 4 (P-пространства, не являющегося экстремально несвязным). Положим, Y – несчет-
ное дискретное пространство и X=Y{p} – топологическое пространство, открытыми множествами 
которого служат все подмножества в Y и множества U, содержащие точку p и имеющие не более чем 
счетное дополнение X\U. Такие множества U и X\U суть в точности открыто-замкнутые множества 
пространства X; они же нуль-множества и конуль-множества на X. Следовательно, X есть P-прост-
ранство. Разобьем Y на два несчетных подмножества A и B. Множества A и B открыты и не замкнуты 
в X. Поэтому замыканием A в X будет множество A{p}, не являющееся открытым. Заметим, что 
пространство X финально компактно, т. е. такое, что любое его открытое покрытие содержит счет-
ное подпокрытие. 

Пример 5 (экстремально несвязного пространства, не являющегося P-пространством). Пусть 
Y – бесконечное дискретное пространство и X=Y – его стоун-чеховская компактификация. Беско-
нечный компакт X не является P-пространством. Для доказательства экстремальной несвязности 
пространства X возьмем произвольное непустое открытое множество U в нем. Можно считать, что U 
не содержит Y. Получаем разбиение пространства Y на два (непустых) открытых множества YU и 
Y\U. Рассмотрим на Y непрерывную {0, 1}-значную функцию f, равную 0 на YU и равную 1 на Y\U. 
Функция f непрерывно продолжается до {0, 1}-значной функции f на Y=X. Тогда нуль-множество 
Z(f) открыто-замкнуто в X и является замыканием открытого множества U в X. 

4.3. Приведем алгебраические характеризации базисно несвязных и экстремально несвязных 
пространств. 

Теорема 7. Для любого тихоновского пространства X эквивалентны следующие условия: 
1) X базисно несвязно; 
2) аннуляторы главных идеалов кольца C(X) выделяются прямыми слагаемыми в C(X), т. е. 

кольцо C(X) риккартово; 
3) все аннуляторные идеалы кольца C(X) чистые; 
4) кольцо C(X) слабо риккартово и его пространство Min C(X) всех минимальных простых иде-

алов компактно; 
5) X – базисно несвязное пространство; 
6) X – базисно несвязное пространство. 
Заметим, что теорема 7 верна также для полуколец C+(X), C(X) и C(X, I). 
Теорема 8. Для любого тихоновского пространства X эквивалентны следующие условия: 
1) X экстремально несвязно; 
2) аннуляторные идеалы кольца C(X) выделяются прямыми слагаемыми; 
3) X экстремально несвязно; 
4) X экстремально несвязно. 
Очевидно, что теорема 8 имеет место и для полуколец C+(X), C(X) и C(X, I).  
4.4. Рассмотрим алгебраические характеризации топологических пространств из некоторых 

других классов пространств. 
Конгруэнция  на полуполе U(X) называется идеальной, если в кольце C(X) существует такой 

идеал J, что uv  u–vJ (u, vU(X)). 
Теорема 9. Для всякого тихоновского пространства X эквивалентны следующие утверждения: 
1) X – псевдокомпактное пространство; 
2) все конгруэнции на полуполе U(X) идеальные; 
3) любая собственная конгруэнция на полуполе U(X), равносильно, на U(X), содержится в не-

которой максимальной конгруэнции; 
4) U(X) – полуполе с образующей; 
5) U(X) – полуполе с образующей. 
Через Cp(X) обозначается кольцо C(X), наделенное топологией поточечной сходимости и пре-

вращающее его в топологическое кольцо. Аналогично получаются топологическое полукольцо 
C+

p(X) и топологическое полуполе Up(X). 
Теорема 10. Для произвольного тихоновского пространства X эквивалентны следующие 

утверждения: 
1) X – нормальное пространство; 
2) решетка всех замкнутых идеалов топологического кольца Cp(X) является подрешеткой ре-

шетки Id C(X) всех идеалов кольца C(X); 



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 2 (25), 2022                                    

 

19 

3) решетка всех замкнутых идеалов (замкнутых конгруэнций) топологического полукольца 
C+

p(X) является подрешеткой решетки Id C+(X) (соответственно, Con C+(X)); 
4) решетка всех замкнутых конгруэнций топологического полуполя Up(X) является подрешет-

кой решетки Con U(X). 
Полукольцо называется нетеровым2,1если каждый его идеал – конечнопорожденный, т. е. как 

идеал порождается конечным множеством элементов. 
Теорема 11. Для каждого тихоновского пространства X равносильны следующие условия: 
1) X – конечное пространство; 
2) кольцо C(X) нетерово; 
3) полукольцо C+(X), эквивалентно, полукольцо C(X), нетерово; 
4) все конгруэнции на полуполе U(X), равносильно, на U(X), главные; 
5) все главные конгруэнции на полуполе U(X) или U(X) дополняемы; 
6) решетка Con U(X), эквивалентно, решетка Con U(X), булева. 
По поводу теорем 9–11 [см. 19, п. 22]. 
Тихоновское пространство называется P-пространством, если внутренность любого его не-

пустого нуль-множества сама непустая [7]. 
Теорема 12. Для каждого тихоновского пространства X равносильны следующие условия: 
1) X есть P-пространство; 
2) каждое нуль-множество на X канонически замкнуто; 
3) в кольце C(X), равносильно, в полукольце C+(X), необратимые элементы суть делители нуля; 
4) X есть P-пространство. 
Сделаем три дополняющих замечания о рассматриваемых в статье классах топологических 

пространств. 
Замечание 6. Среди замкнутых множеств топологических пространств выделяются нуль-

множества (называемые еще функционально замкнутыми) и канонически замкнутые множества.  
В терминах соотношений между ними перечислим характеризации следующих видов тихоновских 
пространств X:  

 X – совершенно нормальное пространство  (все) замкнутые множества в X являются нуль-
множествами;  

 X – дискретное пространство  замкнутые множества в X канонически замкнуты;  
 X есть P-пространство  нуль-множества на пространстве X канонически замкнуты.  
Вопрос. Когда любое канонически замкнутое множество тихоновского пространства X будет 

нуль-множеством? Совершенно нормальные пространства и экстремально несвязные пространства 
обладают указанным свойством.  

Замечание 7. Напомним характеризации некоторых видов тихоновских пространств X в тер-
минах непрерывной расширяемости:  

 X – нормальное пространство  (все) его замкнутые множества C-расширяемы, равносиль-
но, C-расширяемы;  

 X будет F-пространством  его конуль-множества C-расширяемы;  
 X будет P-пространством  его конуль-множества C-расширяемы;  
 X – экстремально несвязное пространство  его открытые множества C-расширяемы;  
 открытые множества пространства X C-расширяемы  X – экстремально несвязное про-

странство, в котором пересечения континуальных семейств открытых множеств открыты [18, тео-
рема 8.18, см. замечание 5].  

Замечание 8. Мы рассмотрели следующие классы тихоновских пространств, которые связа-
ны включениями:  

{дискретные}{P-пространства}{экстремально несвязные} 
{P-пространства}{экстремально несвязные}{базисно несвязные} 

{базисно несвязные}{нульмерные}{F-пространства}  
{базисно несвязные}{P-пространства}={P-пространства} 

5. Задачи для исследований  
Задача 1. Относительно каких операций и отображений топологических пространств сохраня-

ются свойства: быть F-пространством; быть P-пространством; быть базисно несвязным простран-
ством; быть экстремально несвязным пространством? [см. Приложение в книге Энгелькинга 28].  

Задача 2. Легко видеть, что Id C+(X)=Id C(X) для любого F-пространства X. Верно ли обратное 
утверждение?  

                                                                 
2 По имени немецкого математика Эмми Нётер (1882–1935), одной из основоположниц современной аб-
страктной алгебры. 
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Задача 3. Когда решетка Con C(X) модулярна? дистрибутивна?  
Задача 4. Является ли решетка ядер Con U(X) ретрактом решетки конгруэнций Con C+(X)? [см. 

18, задача 19.5].  
Задача 5. Развить теорию полуколец непрерывных Q-значных функций.  
Задача 6. Исследовать полукольца C(X, S) для:  
1) S={2n: nZ}{0} – идемпотентное полуполе с нулем; 
2) S={2-n: nN}{0, 1} – идемпотентное полукольцо.  
В S берется операция сложения  (max), числовое умножение и естественная топология.  

В первом случае S – нульмерное локально компактное циклическое полуполе с 0, во втором случае  
S – нульмерное компактное циклическое полукольцо с 0 и 1.  
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Аннотация. В работе осмысляется определение понятия  ,h -выпуклой на промежутке функции, 

обобщающего ряд известных понятий выпуклости, включая понятие классической выпуклости. Приводится 

геометрическая характеризация  ,h -выпуклых и  ,h -вогнутых функций. 

 

Ключевые слова: выпуклая функция,  ,h -выпуклая функция. 

 
Введение. В настоящей статье авторы представляют начальные исследования, проведенные 

в рамках реализации содержания курса «Методика преподавания математики в вузе» для маги-
странтов математических направлений подготовки в Вятском государственном университете. Об-
суждается вопрос о работе с определением понятия «выпуклая функция» на этапе обобщения. 

Мы предполагаем осмыслить понятие так называемой  ,h -выпуклой функции, обобщаю-

щее ряд известных понятий различных видов выпуклости вещественных функций одной веще-
ственной переменной. Наша основная цель – акцентировать внимание читателя на геометрической 

характеризации  ,h -выпуклых функций. 

1. Понятие  ,h -выпуклой функции 

Пусть lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox,  lfconvL   – 

пересечение всех промежутков, содержащих множество значений  lf  функции f, или по-другому – 

выпуклая оболочка этого множества. Пусть далее lh : R и L: R – непрерывные и строго 

монотонные функции. Следуя [4, с. 269], введем в рассмотрение следующее понятие. 

Определение 1. Функцию f условимся называть  ,h -выпуклой на промежутке l, если для 

любых чисел a и b из l и любого ]1;0[  выполняется неравенство 

                bfafbhahhf    11 11
.   (1) 

Если для любых различных чисел a и b из l и любого  1;0  выполняется неравенство  

                bfafbhahhf    11 11
,   (2) 

то функцию f будем называть строго  ,h -выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Очевидно, строго  ,h -выпуклая функция является  ,h -выпуклой. 

Аналогично определяются  ,h -вогнутая и строго  ,h -вогнутая функции, для чего в 

неравенствах (1)–(2) следует использовать знаки   и > соответственно. 

Подчеркнем, понятие  ,h -выпуклой на промежутке функции обобщает многие другие хо-

рошо изученные понятия различных видов выпуклости вещественных функций. Действительно, 

если в определении 1 положить   xxh  ,   yy  , то будем иметь классическое определение 

понятия выпуклой на промежутке l функции. 

Если   0,0,  pxxxh p
, а   yy  , то мы приходим к определению понятия р-

выпуклой на промежутке   ;0l  функции [13], в частности, при 1p  – к определению гар-
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монически выпуклой на промежутке     ;00;l  функции [7], [11], а при 
2
1

p  – 








 1,
2
1

– выпуклой на промежутке   ;0l  функции [2]–[3]. 

Заметим также, пара функций   xxh ln ,   yy   порождает определение GA-выпуклой 

функции [6], [9], [12], пара   xxh  ,   yy ln  – логарифмически выпуклой [1], [8], а пара 

  xxh ln ,   yy ln  – геометрически выпуклой функции [10]. 

Далее, если взять   xxh  , а   ryey    0r , то будем иметь определение r-выпуклой 

функции [4], [5], [14], в частности, при 1r  – экспоненциально выпуклой. 
2. Вспомогательная лемма 

Пусть lh : R и L: R – непрерывные и строго монотонные функции на промежутках  

l Ox и L Oy соответственно. Положим,   LylxyxLl  ,;, . Введем в рассмотрение 

Определение 2. Всякую кривую, задаваемую уравнением 

  xhy   1
, lx , 

где   и   – некоторые константы, условимся называть  ,h -кривой, или  ,h -дугой. 

Справедлива следующая  

Лемма. Для любых точек  111 ; yxM ,  222 ; yxM Ll ,   21 xx   существует един-

ственная  ,h -кривая, проходящая через данные точки. 

Доказательство. Заметим, система уравнений  

  

  










2
1

2

1
1

1

xhy
xhy




 

относительно неизвестных параметров   и   равносильна линейной системе  

   

   







22

11

xhy
xhy




. 

Последняя же имеет единственное решение  

       
   12

1221

xhxh
xhyxhy







 , 

   
   12

12

xhxh
yy







 .    (3) 

Следовательно, кривая   xhy   1
, где   и   находятся по формулам (3),  

есть единственная  ,h -кривая, проходящая через точки  111 ; yxM ,  222 ; yxM . Лемма дока-

зана. 

Замечание 1. В условиях леммы уравнение  ,h -кривой, соединяющей точки  111 ; yxM ,

 222 ; yxM , можно записать в виде 

   
   

 
   
   

 
















 

2
12

1
1

12

21 y
xhxh
xhxhy

xhxh
xhxhy  .    (4) 

Замечание 2. Если у точек  111 ; yxM ,  222 ; yxM  ординаты совпадают, т. е. данные точки 

лежат на горизонтали, то уравнение (4) будет иметь вид 

1yy  . 

В этом случае  ,h -кривая, соединяющая рассматриваемые точки, есть упомянутая гори-

зонталь. 



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 2 (25), 2022                                    

 

25 

3. Геометрическая характеризация  ,h -выпуклой функции 

Пусть h и   – функции, характеризующие  ,h -выпуклость функции f на промежутке l; 

 ba;  – произвольный отрезок этого промежутка. Покажем, что справедливо следующее утвер-

ждение. 

Предложение 1. Для любого  bax ;  выполняется условие: точка  )(; xfx  графика 

 ,h -выпуклой функции f будет находиться не выше точки  ,h -дуги, соединяющей точки 

 )(; afa ,  )(; bfb  графика, с той же абсциссой x.  

Данный факт и будет характеризовать геометрически рассматриваемую функцию. 

Доказательство. Отправляясь от (4), составим уравнение упоминаемой  ,h -дуги 

   
   

  
   
   

  
















  bf

ahbh
xhxhaf

ahbh
xhbhy  11

    (5) 

и  bax ;  представим в виде 

 

   
   

 
   
   

 
















  bh

ahbh
ahxhah

ahbh
xhbhhx 1

.     (6) 

Заметим при этом, что для величин правой части представления (5), записанных в виде дро-
бей, выполняются условия:  

   
   

 1;0




ahbh
xhbh

, 
   
   

 1;0




ahbh
ahxh

, 
   
   

   
   

1









ahbh
ahxh

ahbh
xhbh

. 

Используя эти условия и  ,h -выпуклость функции f, ее значение )(xf  оценим сверху 

следующим образом: 

   
   

 
   
   

  


























  bh

ahbh
ahxhah

ahbh
xhbhhfxf 1)(  

   
   

  
   
   

  
















  bf

xhxh
xhxhaf

xhxh
xhxh


12

1

12

21
.   (7) 

Но в произведенной оценке выражение (7) есть правая часть (5). Отсюда следует, что точка 

 )(; xfx ,  bax ; , графика функции f лежит не выше точки с координатами x и 

   
   

  
   
   

  















 bf
xhxh
xhxhaf

xhxh
xhxh


12

1

12

21
  ,h -дуги (5). Нужное показано. 

Аналогичными рассуждениями доказывается 

Предложение 2. Если )(xf  – строго  ,h -выпуклая на промежутке l функция, то для лю-

бого отрезка  ba; , принадлежащего l, и любого  bax ;  выполняется условие: точка

 )(; xfx  графика функции f лежит строго ниже точки  ,h -дуги, соединяющей точки 

 )(; afa ,  )(; bfb , с той же абсциссой x. 

Соответствующую геометрическую характеризацию читатель может сформулировать и в от-

ношении  ,h -вогнутых функций. 

4. Геометрическое определение  ,h -выпуклости функции 

 Покажем, что предложение 1 обратимо. Справедливо 

Предложение 3. Пусть lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox, 

 lfconvL  . Пусть далее lh : R и L: R – непрерывные и строго монотонные функ-
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ции. Если для любого отрезка  ba; , принадлежащего l, и любого  bax ;  выполняется усло-

вие: точка  )(; xfx  графика функции f лежит не выше точки  ,h -дуги, соединяющей точки 

 )(; afa ,  )(; bfb , с той же абсциссой x, то . f –  ,h -выпуклая на промежутке l функция. 

Доказательство. В условиях доказываемого предложения для любых чисел a и b из l будет 

выполняться неравенство (7). Положим, в нем 
   
   






ahbh
xhbh

, тогда 
   
   




 1
ahbh
ahxh

.  

В терминах   это неравенство запишется в виде (1), в котором   будет меняться от 0 до 1 при из-
менении x от a до b.  

Таким образом, для функции f реализуется определение 1 ее  ,h -выпуклости на проме-

жутке l. Предложение 3 доказано. 

Установленное предложение дает геометрическое определение понятия  ,h -выпуклой на 

промежутке функции. 
Ясно, что аналогично доказывается 

Предложение 4. Пусть lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox, 

 lfconvL  . Пусть lh : R и L: R – непрерывные и строго монотонные функции. Если 

для любого отрезка  ba; , принадлежащего l, и любого  bax ;  выполняется условие: точка

 )(; xfx  графика функции f лежит ниже точки  ,h -дуги, соединяющей точки  )(; afa , 

 )(; bfb , с той же абсциссой x, то . f – строго  ,h -выпуклая на промежутке l функция. 

Данное предложение дает геометрический способ определения строго  ,h -выпуклой на 

промежутке функции. 
Замечание 3. Предложения 3–4 с соответствующими изменениями можно переформулировать 

и в отношении  ,h -вогнутых функций. 
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Аннотация. В статье рассматривается вопрос о различных способах приближенного вычисления опре-

деленного интеграла. В школьных учебниках по началам математического анализа, учебниках по высшей ма-
тематике и не в каждом современном учебнике вуза по математическому анализу учащихся знакомят с разно-
образием способов приближенного вычисления определенного интеграла. В основном рассматривается один 
способ – это метод прямоугольников. Однако помимо него существует еще метод трапеций и парабол. Даже 
если рассматривать один метод прямоугольников, то и там существуют разные подходы – это методы средних 
прямоугольников, левых и правых прямоугольников. Изучение всех этих подходов при рассмотрении опреде-
ленного интеграла поможет учащимся увидеть разнообразие математической науки, что одна и та же задача 
может иметь несколько способов решений.  

 
Ключевые слова: формулы Ньютона – Лейбница, прямоугольников, трапеций, парабол (Симпсона). 
 

Как всем известно, формула Ньютона – Лейбница  

b

a

aFbFdxxf )()()( , где функция f(x) 

непрерывна, применяется для нахождения определенного интеграла. Но чтобы ею воспользовать-
ся, должна быть известна одна из первообразных функций F(x) для подынтегральной функции f(x). 
Однако не для всех элементарных функций их первообразные также являются элементарными 

функциями. Приведем примеры: интеграл Пуассона 
 dxe x2

, интегралы Френеля  dxx2cos  и 

 dxx2sin , интегральный логарифм  x
dx

ln
 и многие другие. Заметим, что функция f(x) может быть 

задана не аналитически, а например, графически. Тогда в этих случаях использовать формулу Нью-
тона – Лейбница невозможно. Вследствие этого возникает необходимость использования методов 
приближенного вычисления определенного интеграла. В основу этих методов положен геометри-
ческий смысл определенного интеграла, который состоит в том, что определенный интеграл 


b

a

dxxf )(  для функции у=f(x), непрерывной и неотрицательной на отрезке [a; b], есть площадь кри-

волинейной трапеции – фигуры, ограниченной прямыми х=а, х=b, осью Ох и графиком функции 
у=f(x). Приближенное значение площади криволинейной трапеции и принимается за приближенное 
значение соответствующего определенного интеграла. 

На практике чаще других используют три метода (формулы) приближенного вычисления 
определенного интеграла – это формула прямоугольников, формула трапеций и формула парабол 
(Симпсона): 
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)(  – формула прямоугольников; 

   













b

а

n

n

i
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0  – формула трапеций; 

        

b

a
nnn xfxfxfxfxfxfxfxfhdxxf )()...()(2)(...)()(4)()(

3
)( 2242123120

– формула Симпсона (парабол). 
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Заметим, что в формулах n – это количество равных интервалов, на которые поделен отрезок 

[a; b], h – длина интервала, равная 
n

ab 
. 

С помощью приведенных выше формул решим следующую задачу: вычислить точно по фор-
муле Ньютона – Лейбница, а также приближенно тремя методами определенный интеграл 


3

1

2

5
sin dxxx

, сравнить полученные результаты.  

Найдем значение интеграла от функции 
5
sin)(

2 xxxf   на отрезке [1;3] с помощью формулы 

Ньютона – Лейбница методом интегрирования по частям. 

.111,1)cos2

sin2cos(
5
1sinsin2cos
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Узнаем, какой результат даст нам метод прямоугольников. Проиллюстрируем графически, 
площадь какой фигуры мы будем находить этим методом. На рисунке 1 эта ступенчатая фигура 
окрашена в серый цвет. 

 

 
Рис. 1. Метод прямоугольников 
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Таким образом, по формуле прямоугольников получаем, что 

114114,157054,52,0
5
sin3

1
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 dxxx
. 

При получении этого результата мы использовали метод прямоугольников. Можно видеть, 
что различие в вычислении данного интеграла по формулам Ньютона – Лейбница и прямоугольни-
ков составляет в 0,3 %. Это говорит о том, что применение рассматриваемого метода приближенно-
го вычисления дает достаточно хорошую точность вычислений.  

Используя метод трапеций, мы будем находить площадь фигуры, которая изображена на ри-
сунке 2. 
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Рис. 2. Метод трапеций 

 

По этому методу результаты вычислений приведены в таблице 2. Напомним, что шаг 2,0h  

при n=10. 
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Тогда по формуле трапеций имеем следующее: 
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Заметим, что результаты вычислений по формуле Ньютона – Лейбница и методу трапеций 
различаются на 0,8 %. Этот результат является несколько хуже, чем при использовании метода 
прямоугольников. 

Применим к рассматриваемому интегралу метод парабол. Длина шага и количество интерва-

лов разбиения отрезка интегрирования остаются такими же: 2,0h . n=10. Результаты вычисле-

ний приведены в таблице 3. 
 

Таблица 3 
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Вычислим интеграл по формуле: 

  109397,180616,2449700,2242232,0
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Графическая иллюстрация фигуры, площадь которой мы сейчас нашли, приведена на рисунке 3 
(окрашена в серый цвет). 

 

 
Рис. 3. Метод парабол 
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В этом случае разность составила 0,2 % между результатами вычислений, полученных по 
формуле Ньютона – Лейбница и метода парабол. 

Очевидно, что вычисление определенных интегралов с помощью методов приближенного 
вычисления не даст нам истинного значения. Для наилучшего приближения к достоверному значе-
нию интеграла важно правильно выбирать метод (формулу), по которой будет вестись расчет. Не 
последнюю роль в этом играет – какой будет взят шаг интегрирования. Ведь чем больше n, тем 
точнее результат интегрирования. 

В данном примере приближенные значения интеграла, полученные по формулам парабол и 
трапеций, совпадают до тысячных, но формула прямоугольников дает более точный результат. При 
этом формула прямоугольников проще для вычислений, из-за чего ее рассматривают не только в 
вузе, но и в школе.  

В заключении отметим, что каждый из рассмотренных нами методов приближенного вычис-
ления определенных интегралов содержит четкий алгоритм их нахождения. Таким образом, опи-
санные методы – это эффективное средство приближенного вычисления интегралов. 
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Аннотация. В статье говорится о компетентностном подходе к образованию в современных условиях, 
которое является новым явлением в Министерстве образования и науки Республики Таджикистан. Основны-
ми признаками компетентностного подхода являются проблемное обучение, современные педагогические 
технологии, личностно-ориентированное обучение, которое может быть ключевым условием для пробужде-
ния интереса младших школьников к обучению. 

 
Ключевые слова: новый учебный план, компетентностные отношения, технология обучения, математи-

ка начальной школы, учащиеся начальных классов, учителя начальных классов, образовательное учреждение. 

 
Независимость Республики Таджикистан, становление демократического общества, интегра-

ция республики в мировое сообщество в качестве свободной демократической страны с рыночной 
экономикой требует от нее все более активного участия в беспрецедентном развитии новой науки 
и техники. 

В современное время нужны свободномыслящие, креативные, созидательные участники для 
использования и оценки применения современных научно-технических достижений и технологий, 
их развития. Такие личности воспитываются только в общеобразовательных школах, лицеях, гим-
назиях, колледжах, институтах и вузах Республики Таджикистан. Наряду с признанием общечело-
веческих ценностей, основанных на традициях, обычаях, этике, национальных ценностях, в совре-
менной науке и технологии стремятся еще больше укрепить статус знаний этих людей. В связи с 
этим Национальная концепция образования Республики Таджикистан призывает уделить приори-
тетное внимание использованию новых форм и методов образования в новых экономических, со-
циальных, политических и культурных условиях современного развитого мира, наряду с карди-
нальными изменениями в содержание образования [7]. 

Сегодня для развития науки, техники и производства обществу нужны рационализаторы, 
изобретатели – люди с креативным мышлением и творческими способностями. Для того чтобы 
воспитать такого человека, необходимо соотнести изменения с нынешними традициями общеобра-
зовательных школ, лицеев и гимназий, а также ориентировать субъекты образования, в том числе 
математические, на развитие личности, мышления и творчества младших школьников. 

Образование признано Правительством Республики Таджикистан одним из приоритетов раз-
вития страны. Разработка новых образовательных стандартов и программ позволяет постепенно 
увеличивать уровень качества общеобразовательных учреждений, лицеев, гимназий, содержание об-
разовательного процесса. Учителя играют ключевую роль в реализации государственной политики в 
сфере образования. Об этом ясно сказано в словах Основателя мира и национального единства – Ли-
дера нации, Президента Республики Таджикистан Эмомали Рахмона на встрече с интеллигенцией 
государства, где он говорит о том, что: «Залог любого достижения и прогресса учителя – его духовное 
и научное сокровище. Поэтому эффективное ведение образования учителем позволяет поднять уро-
вень мировоззрения, знаний учащихся и поддерживать их в актуальном состоянии» [8]. 

В современном мире граждане должны быть образованными и профессиональными, способ-
ными разбираться в сложных вопросах окружающего мира, уметь решать различные образова-
тельные и жизненные задачи. Учитель создает базу для формирования всех этих качеств на 
начальной ступени общеобразовательных учреждений [4, с. 120]. 

С учетом научно-технического прогресса и современных информационных и коммуникаци-
онных технологий в основную теорию и основные дидактические принципы образования вносятся 
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многочисленные изменения. При этом формирование компетенций необходимо в комплексе с тра-
диционным образованием. Исследователи компетентностного подхода к процессу обучения счита-
ют, что единственный способ развития компетенций – это решение задач у младших школьников в 
рамках содержания образования в зависимости от того, как они решаются в различных учебных 
ситуациях. 

Необходимость реформирования образования с учетом требований компетентностного под-
хода к образованию зависит от внутренних и внешних факторов образования, исходя из следующих 
методов: 

  Компетентностный подход к обучению – важная тенденция в единой образовательной сре-
де, которая способствует устранению конфликта между потребностями программы и потребностями 
общества в личности в результате обучения. Это необходимость повышения качества образования на 
уровне международных стандартов и реализации компетентностного подхода к образованию. 

  Базовый фундамент закладывается в начальных классах общеобразовательных учрежде-
ний и формируется на последующих базах. С этой точки зрения невозможно приобретение знаний 
и умений в начальной школе без закладки фундамента. Подсчитано, что учащиеся начальных клас-
сов помнят более 80 % результатов своих знаний на начальном уровне. 

  Грамотный подход к процессу обучения требует много времени, поэтому целесообразно 
начинать его с начальной школы. 

Хуторский А. В., комментируя необходимость включения компетентного образования на 
начальном уровне, отмечает: «Мы вводим понятие педагогических компетенций в целом не для то-
го, чтобы достичь этих компетенций в одиннадцатом классе, а для того, чтобы иметь возможность 
их последовательно развивать. Или, насколько это возможно, довести руководство образователь-
ным процессом до компетентности» [10, с. 127]. 

Одной из характеристик компетентностного подхода к образованию является то, что оно ис-
пользуется как единый комплекс знаний, умений и компетенций. При компетентностном подходе 
процесс обучения приобретает исследовательский и практико-ориентированный характер и стано-
вится объектом изучения. Тридцать лет спустя компетентностный подход фокусируется на прак-
тическом характере образования, а процесс преподавания и обучения породил понятие «компе-
тентность». 

Термины «компетенция» и «competence» используются специалистами в данной области для 
описания понятий «competence» и «competence», что в переводе с латинского «competens»; компе-
тентность» цитируются на русском языке. 

Предметные стандарты начального образования определяют «компетентность» следующим 
образом: компетентность – это совокупность взаимосвязанных знаний, умений и навыков, направ-
ленных на решение конкретных задач жизни, образования и карьеры. 

Компетенция – это интегрированная совокупность знаний, навыков и умений, приобретен-
ных в результате практического опыта и деятельности с использованием этих знаний. Компетент-
ность является результатом образования и представляет собой способность применять знания, 
умения и навыки при решении задач в той или иной области. В зависимости от значимости компе-
тенции подразделяются на основные общие, общие и предметные компетенции. 

Следует отметить, что «компетентности» не учат, она формируется в результате овладения 
знаниями, навыками и умениями. Компетентность – это практический результат знаний, умений и 
навыков. 

  Знание является продуктом и результатом познавательной деятельности человека и со-
стоит из духовного охвата и воображаемого изображения мира в сознании. Составными частями 
знания являются научные факты, понятия, законы, явления, основные положения научных теорий, 
гипотезы, процессы, методы исследования, а также научный ландшафт мира. На основе знаний 
приобретаются убеждения, идеи, практические навыки, развиваются познавательные способности 
учащихся. 

  Навык – это деятельность по применению знаний на практике, а также интеллектуальная 
деятельность. Систематизация и применение знаний, умение решать упражнения и примеры, про-
водить опыты, расчеты, измерения, планирование, составление и чтение планов и графиков и т. д., 
навыки, которые вырабатываются в школе. Навыки – это осознанные действия, основанные на 
знаниях и опыте общественной жизни. 

  Навыки – это сильные, устойчивые способы выполнения действий, которые являются резуль-
татом большой практики. Навыки – это усовершенствованные, многократно проверенные на практике 
знания, которые становятся устойчивыми умениями. Приобретение навыков начинается прежде всего 
с сознательного изучения компонентов знаний и применения их на практике. Навыки имеют жизненно 
важное и практическое значение, они обеспечивают быструю и качественную работу. 
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Компетентность, в нашем примере, когда учащийся способен использовать в повседневной 
жизни совокупность знаний, умений и навыков, приобретенных в общеобразовательной школе. 

Целью развития компетенций является предварительное планирование результатов обуче-
ния, ожидаемых результатов. 

Функция компетенций заключается в том, чтобы быть средством их оценки, то есть оцени-
вать компетенции обучающихся посредством использования разнообразных инструментов оценки. 

В некоторой научной и методической литературе термины компетенция, способность, уме-
ние используются взаимозаменяемо. В будущем, на основании вышесказанного, можно сделать вы-
вод, что грамотный человек может совершить действие хорошо и умело. 

В модуле «Компетентностный подход к образованию» говорится: «Компетентности не учат, 
компетентность формируется в результате приобретения знаний, навыков и умений» [5, с. 11]. 
Академик М. Лутфуллозода считает это ошибкой. Все те, кто говорит «не учите компетентности», 
имеют однобокое понимание понятия и сущности компетентности. Оно охватывает широкий круг 
жизненных компетенций, которые подразделяются на две группы:  

1) образовательные компетенции; 2) необразовательные компетенции. 
Образовательная компетентность выражается в стандартах учебных программ, учебниках и 

других методических пособиях. Такие как коммуникативная, самостоятельная, информативная, 
критическая, исследовательская, творческая и так далее. 

Необразованные силы бесконечны. Человек должен ценить жизнь. Это умение завоевать 
сердце кого-то, особенно больного, нуждающегося и одинокого. 

То же самое можно сказать и об образовательной компетентности. В сознании учащихся мы 
культивируем и развиваем компетенции самопознания, патриотизма, красоты, национальной гор-
дости, самостоятельности, умозаключения и так далее. Все эти компетенции находятся в центре 
внимания образования. Поэтому в процессе обучения предметам начальной школы, особенно ма-
тематике начальной школы, необходимо учить той или иной компетенции. 

Одной из основных компетенций является развитие самостоятельного действия у младших 
школьников. Самостоятельная работа – это не только способ обучения, но и способ самообразова-
ния. Общепредметные компетенции считаются конечным результатом обучения, независимо от 
того, как освоен предмет. Компетентность основывается на опыте, т. е. на том, насколько учащиеся 
умеют правильно выполнять то или иное арифметическое действие. В процессе обучения младшим 
школьникам должна быть предоставлена возможность практиковаться. Этот процесс называется 
компетентностным подходом к образованию. 

В системе компетентностного образования отношения и процесс обучения имеют свои осо-
бенности. Эти характеристики определяют отношение учащегося к учебе, роль учителя в процессе 
обучения, отношения между учащимися. Знание и его реализация позволит учителям начальных 
классов повысить уровень знаний и компетенций, одновременно заложив основу для развития от-
ветственной, образованной и просвещенной личности [6, с. 74]. 

Научно-методический подход к компетентностному подходу к образованию выделяет шесть 
ключевых особенностей: 

1.  Ответственность – младшие школьники несут ответственность за обучение. 
2.  Возможности – младшие учащиеся имеют возможность целенаправленно читать, писать, 

считать, описывать, конструировать и выполнять другие учебные действия. Помимо учебников, 
они могут использовать другие источники знаний и дополнительную литературу. 

3.  Занятие – младшие школьники имеют возможность заниматься проектной работой и дру-
гими творческими работами. 

4.  Предложения – поощряйте младших школьников исследовать заданную тему. 
5.  Ответы – младшие школьники прогнозируют свое личное отношение к беседам, рассказам, 

басням, пословицам, притчам, интересным примерам, викторинам, клубам и т. д., задают вопросы и 
в рамках своего понимания содержания текста, показать, обсудить и представить результаты рабо-
ты классу. 

6.  Оценка – учителя и младшие школьники вместе разрабатывают показатели оценок. Это 
свидетельствует о том, что учащиеся начальных классов контролируют свою работу и принимают 
непосредственное участие в процессе оценивания. 

В компетентном образовании результаты обучения анализируются и пересматриваются. На 
протяжении всего учебного процесса школьники оценивают и анализируют результаты своей ра-
боты. Они выявляют свои ошибки непосредственно, выясняют причины своих ошибок самостоя-
тельно или с помощью одноклассников или учителей, а затем улучшают работу. 

В истории педагогических теорий особое место занимает изучение педагогики. В этом иссле-
довании объяснение темы начинается с решения проблемы. В процессе обучения проблемному ре-
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шению для младших школьников осуществляется поиск различных способов решения задач. Это 
позволит учащимся начальных классов понять необходимость изучения предмета. 

В связи с глобализацией возникает необходимость повышения активности и инициативы 
учащихся начальных классов, то есть в фокусе воспитательной деятельности педагог выступает как 
проводник их деятельности. 

Активность и практический опыт обучения школьников – главный критерий грамотного под-
хода к обучению. Этот фактор требует новых форм обучения и использования современных педаго-
гических технологий. Практическая учебная деятельность требует от учащихся осмысления основ-
ных учебных вопросов, постановки целей решения учебных задач, планирования различных способов 
решения задач, решения учебных задач под руководством преподавателя или самостоятельно, оцен-
ки результатов работы, совершенствования, знания, чтобы взять на себя ответственность. 

Термин «технология» происходит от греческих слов techne – «искусство» или «навык» и 
logos – «наука», что означает науку об искусстве или мастерстве. 

Технологизация образования является одним из направлений педагогической науки, и зако-
номерность, основные правила, средства и способы эффективного решения цели образования по-
средством установления технологического подхода исследуют познавательное развитие младших 
школьников. 

В зависимости от образовательного процесса термин «технология» следует трактовать как 
искусство обучения. Понятие «технология» следует интерпретировать как совокупность способов и 
средств качественного выполнения работы. 

Личностно-ориентированное обучение учитывает индивидуальные особенности учащихся и 
эффективно и целенаправленно используется в учебном процессе. Основной целью личностно-
ориентированного обучения является формирование практических знаний, навыков и умений, а 
также самозащиты, самовоспитания и других качеств, необходимых для развития личности. 

Личностно-ориентированное обучение основано на нескольких основных правилах: 
  Познавательные способности младших школьников – каждый ученик обладает способно-

стью понимать и осваивать. Учет этого фактора и организация учебного процесса на его основе яв-
ляется основным критерием обучения школьников. 

  Это правило ориентируется не только на содержание обучения (чему учить), но и на про-
цесс обучения (как учить?). 

  Различные способы обучения младших школьников – у каждого ученика разные познава-
тельные и интеллектуальные способности. Принятие во внимание этих способностей и их развитие 
является одним из ключевых элементов в обучении любого ученика. 

  Обучение как активный развивающийся процесс – восстановление связи между учителем 
и учащимися начальных классов в процессе обучения математике. Младшим школьникам предла-
гается высказать свое мнение по теме и решить сложные задачи. Учащиеся оценивают свою учеб-
ную деятельность и деятельность друг друга. Ученики и преподаватели вместе обсуждают образо-
вательные цели и задачи. 

  Основная деятельность в личностно-ориентированном обучении приходится на младших 
школьников – учитель меньше работает на уроке, а учащиеся больше работают в сотрудничестве со 
всем классом под руководством учителя. 

  Хорошая образовательная среда – у младших школьников в классе есть книги, карты, 
электронные таблицы, доски и т. п. 

В технологии образования, ориентированной на формирование личности, личность ученика 
и учителя понимается как весь образовательный процесс в целом. Целью воспитания является 
формирование личности учащегося, учитываются его мысли, на основе этих факторов складывает-
ся личностное мировоззрение младших школьников, ее перспективные способности, мышление. 
Отношения между учителями и учениками строятся на сотрудничестве. 

В образовательной технологии, ориентированной на развитие личности, ученик не приспо-
сабливается к методу обучения учителя, а наоборот, учитель приспосабливает разные методы и 
средства обучения к тому, как учатся ученики. Другими словами, учитель переходит от «командно-
го» метода к «сотрудническому» и ориентируется на познавательную деятельность учащихся. В 
результате меняется и позиция читателя, то есть он из «прилежного исполнителя» превращается в 
«активного творца». 

Основная задача учителя начальных классов – вызвать интерес младших школьников к обу-
чению, организовать познавательную и творческую деятельность каждого ученика. 

В соответствии с технологией обучения развитие личности ориентировано на разработку ин-
дивидуальной программы для каждого ученика. Программа разработана с учетом индивидуальных 
особенностей юных школьников и адаптирована к их интеллектуальным возможностям. 
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В заключение, исходя из вышеизложенного толкования, можно сделать вывод, что при ком-
петентностном подходе учащийся может совершить действие хорошо, грамотно и надежно. Компе-
тентный подход к образованию в современных условиях является новым явлением в Министерстве 
образования и науки Республики Таджикистан. Основными признаками компетентностного подхо-
да являются проблемное обучение, современные педагогические технологии, личностно-ориенти-
рованное обучение, которое может быть ключевым условием для пробуждения интереса младших 
школьников к обучению. 

Таким образом, внедрение компетентностного подхода в образовательный процесс в общеоб-
разовательные учреждения Республики Таджикистан приведет к повышению качества образования. 
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Аннотация. В статье рассматриваются различные методы решения квадратных уравнений. Выделены 

наиболее популярные основные методы: вычислительная формула через дискриминант, выделение полного 
квадрата, разложение на множители, теорема Виета, метод коэффициентов. Для этих методов приведен срав-
нительный анализ их применения в различных ситуациях. Показана возможность обобщения этих методов 
для решения других задач элементарной и высшей математики. Для каждого основного метода обоснована 
важность его изучения как для получения преимущества в скорости и точности решения квадратных уравне-
ний, так и для дальнейшего обучения решению других более сложных задач. 

 
Ключевые слова: алгебраические уравнения, дискриминант, теорема Виета, разложение на множители. 

 
Умение решать квадратные уравнения является одним из базовых навыков, который форми-

руется в школе при изучении курса алгебры. 
Квадратные уравнения находят широкое применение при решении многих классов матема-

тических задач, например, при решении и исследовании тригонометрических, показательных, ло-
гарифмических, иррациональных и трансцендентных уравнений или неравенств и их систем или 
совокупностей (в том числе, при выполнении заданий с параметром на перечисленные типы урав-
нений и неравенств), а также при решении текстовых и геометрических задач, сводящихся к урав-
нениям и неравенствам. Кроме того, квадратные уравнения регулярно возникают при решении 
прикладных задач из различных предметных областей (в том числе по учебным предметам – ин-
форматика, физика, химия, география), математической моделью которых являются уравнения или 
неравенства перечисленных выше типов. Отметим, что без уверенного владения навыком решения 
квадратных уравнений невозможно успешно пройти любую форму государственной аттестации 
(включая ВПР, ГВЭ, ОГЭ и ЕГЭ). 

Решать квадратные уравнения необходимо и при освоении математических и прикладных 
дисциплин в вузе, например, в курсе «Высшая математика» (или в курсах «Линейная алгебра и ана-
литическая геометрия», «Математический анализ», «Дифференциальные уравнения») при нахож-
дении собственных чисел линейного оператора, построении кривых второго порядка, вычислении 
пределов и интегралов от рациональных дробей, решении линейных дифференциальных уравне-
ний с постоянными коэффициентами, извлечении квадратного корня из комплексного числа в ал-
гебраической форме и т. д.  

Существует много разнообразных методов решения квадратных уравнений, как универсаль-
ных (применимых к любому квадратному уравнению), так и более специальных (применимых 
только к уравнениям некоторого частного вида); как общеизвестных, так и экзотических (напри-
мер, с помощью номограмм или геометрическими построениями циркулем и линейкой [3]). К ос-
новным методам решения квадратных уравнений обычно относят: 

– через дискриминант (включая сокращенный дискриминант); 
– выделение полного квадрата; 
– разложение на множители (включая метод группировки); 
– по теореме Виета (включая переброску старшего коэффициента); 
– метод коэффициентов. 
Описание всех этих методов приведено в [3]. Предполагается, что читатель данной статьи 

знаком с основными методами и умеет их применять. 
Изучение основных методов важно не только с точки зрения овладения техникой быстрого и 

безошибочного решения любого квадратного уравнения, но и с точки зрения развития творческого 
критического мышления учащихся, необходимого как для выбора метода решения, так и для пони-
мания возможности обобщения этих методов (например, при решении алгебраических уравнений 
высших порядков с действительными коэффициентами или при решении квадратных уравнений с 
комплексными коэффициентами). 
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Наиболее популярным у российских учащихся является метод нахождения корней квадрат-
ного уравнения по вычислительной формуле, содержащей дискриминант. Этот метод позволяет не 
только вычислить корни, но и сделать заключение о количестве действительных корней уравне-
ния. Абсолютная универсальность данного метода делает его привлекательным для учащихся со 
слабой подготовкой: некоторые студенты (особенно те, кто давно закончил школу) через дискри-
минант успешно решают и неполные квадратные уравнения (например,          или 
       ). 

Более того, идея дискриминанта позволяет доступно объяснить понятия кратности корня 
(при нулевом дискриминанте два различных корня как бы сливаются в один «двойной» корень) и 
комплексного числа (при отрицательном дискриминанте можно пользоваться той же любимой 
формулой, если придумать способ записи для новых чисел, являющихся квадратными корнями из 
отрицательных чисел). Необходимость оперирования понятиями кратного корня и комплексного 
числа возникает, например, при изучении линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами, поэтому в инженерных вузах при дефиците часов часто приблизительно таким 
способом «на пальцах» и вводятся эти понятия. 

Также метод дискриминанта применим для квадратных уравнений с комплексными коэффи-
циентами, при этом символ «плюс-минус» в формуле можно опускать, считая, что квадратный корень 
из ненулевого комплексного числа принимает два противоположных значения. Например, сокра-

щенный дискриминант уравнения                      равен   , а так как √         , то 

     
          

    
, откуда       и    

     

  
. 

Метод дискриминанта фактически является краткой записью метода выделения полного 
квадрата, так как вывод формулы корней квадратного уравнения через дискриминант представля-
ет собой процедуру выделения полного квадрата, реализованную в общем «буквенном» виде. Ме-
тод полного квадрата настолько же универсален, как и дискриминант, но выделять полный квад-
рат при решении каждого уравнения долго и громоздко, быстрее и удобнее воспользоваться гото-
вым общим преобразованием, т. е. формулой через дискриминант. Этот недостаток метода выделе-
ния полного квадрата, к сожалению, часто приводит к тому, что в школе он изучается вскользь.  

Однако на самом деле обучать этому методу необходимо, так как умение выделять полный 
квадрат чрезвычайно полезно при решении многих задач высшей математики, например, при со-
ставлении канонических уравнений кривых второго порядка (в частности, окружности), при инте-
грировании некоторых рациональных дробей, при приведении квадратичных форм к канониче-
скому виду.  

Для большинства школьников, как правило, неубедительны ссылки на то, что сейчас на уро-
ках им придется осваивать неудобный метод из-за будущей полезности этого метода при обучении 
в вузе (тем более что интернет предлагает им быстрый вариант готовой формулы). Поэтому целе-
сообразно приводить примеры уравнений, в которых удобнее выделять полный квадрат, чем вы-

числять дискриминант, например, для уравнений                  и 
  

  
     

  

  
   

  

  
   

быстрее заметить их преобразования к виду               и (
 

 
  

 

 
)
 
  , чем вычислять 

дискриминант. Еще более эффектно идея выделения полного квадрата выглядит при решении не-
которых неквадратных уравнений, например, уравнение                   сводится к ви-

ду                  , а уравнение √   √    √     √      – к виду  

(√     )  (√     )   . Можно выделять полный квадрат трех и более слагаемых, т. е. при-
менять формулы типа                              , например, уравнение 
                  таким образом сводится к              . 

Кроме того, выделение полного квадрата обобщается на выделение более высоких степеней. 
Например, в уравнении                 можно выделить полный куб            ,  
в уравнении                   – полную четвертую степень               . 

Метод разложения на множители традиционно применяется при решении неполных квад-
ратных уравнений. Однако в последнее время он становится популярным у российских учащихся и 
при решении полных уравнений, при этом используется группировка, заключающаяся в таком 
представлении второго члена уравнения в виде суммы двух слагаемых, при котором из двух пар 
образовавшихся слагаемых выносятся одинаковые общие множители. Растущая популярность это-
го метода, по-видимому, обусловлена тем, что этот метод широко практикуется в зарубежных шко-
лах (под названием factoring quadratics в США и factorising quadratics в Великобритании [4]), и этот 
метод запрограммирован в большинстве приложений и онлайн-сервисов по пошаговому решению 
математических задач (в частности, в наиболее популярном бесплатном мобильном приложении 
Photomath). 
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Заметим, что широкое распространение ресурсов типа Photomath привело к серьезной про-
блеме нецелесообразности оценивания достижений учащихся, основываясь на качестве выполне-
ния ими домашних заданий (это глобальная проблема, относящаяся к широкому классу навыков, а 
не только к уравнениям). Маркером, помогающим определить несамостоятельность выполнения 
задания учащимся, как раз можно считать применение факторизации при решении квадратных 
уравнений. Действительно, большинство студентов не могут объяснить, почему они именно таким 
образом разложили второй коэффициент на слагаемые, а это означает, что данный пример был 
бездумно переписан из интернета. Однако иногда попадаются студенты, реально освоившие метод 
факторизации и успешно пользующиеся им! 

В традиционном школьном российском образовании метод факторизации заменяется прак-
тически равносильным ему методом применения теоремы Виета (и переброской старшего коэффи-
циента, если уравнение неприведенное). Отличие состоит только в том, что при факторизации под-
бираются числа, противоположные корням, а в теореме Виета – сами корни. При этом факториза-
ция выполняется немного дольше, так как требуется разложить трехчлен на множители и найти 
корни двух линейных уравнений, а в теореме Виета корни находятся сразу из системы уравнений  
(и правилом деления на переброшенный старший коэффициент для неприведенных уравнений).  

Например, при факторизации уравнения             подбираются числа с суммой 17 и 
произведением 30, это 15 и 2. Тогда                                        
              . Если же пользоваться теоремой Виета (более строго, теоремой, обратной тео-
реме Виета) и переброской старшего коэффициента, то корни уравнения             нахо-

дятся из системы {
          

        
 откуда        и      . Тогда     

  

 
  

 

 
 и     

 

 
  

 

 
. 

При изучении методов факторизации и теоремы Виета учащимся обязательно нужно объяс-
нять ограниченность сферы применения этих методов. А именно, данные методы эффективны при 
решении квадратных уравнений только в том случае, когда: 1) коэффициенты уравнения являются 
целыми; 2) уравнение имеет два действительных корня (или один корень кратности два, который в 
этих методах рассматривается как два одинаковых корня); 3) корни уравнения являются рацио-
нальными; 4) произведение старшего коэффициента и свободного члена имеет сравнительно не-
много целых делителей (т. е. модуль этого произведения несложно раскладывается на простые 
множители). 

Приведем несколько примеров, иллюстрирующих эти ограничения. Уравнение        
      хотя и решаемо факторизацией или теоремой Виета, но эти методы здесь вряд ли можно 
назвать удобными, так как даже опытному учителю сложно быстро увидеть, что 504 = 4212 и 
54 = 42 + 12. Коэффициенты уравнения            по модулю невелики, но методы фактори-
зации и теоремы Виета здесь неэффективны, так как корни этого уравнения иррациональны 

       √   (хотя, конечно же, сами методы остаются математически корректными, т. е. сумма и 

произведение этих корней дают второй коэффициент с противоположным знаком и свободный 
член соответственно). Уравнение же            не имеет действительных корней, поэтому 
факторизация и теорема Виета для ученика, не знающего комплексных чисел, здесь абсолютно бес-
полезна, а для тех, кто владеет комплексными числами, быстрее применить формулу через дискри-
минант или выделить полный квадрат. 

Однако при этом стоит отметить, что иногда идеи теоремы Виета и переброски старшего ко-
эффициента позволяют быстро «в уме» решать квадратные уравнения и с весьма большим по мо-
дулю произведением старшего коэффициента и свободного члена, если при решении догадаться не 
вычислять напрямую это произведение. Например, уравнение              после переброски 
имеет вид              , и если заметить, что 569 = 2818 и 28 + 18 = 46, то       и      , 

а значит,    
  

  
 

 

 
 и    

  

  
 

 

  
. 

С точки зрения возможных дальнейших применений и обобщений знание обоих методов 
(факторизация и теорема Виета) крайне полезно! Действительно, идея факторизации лежит в ос-
нове классического метода решения уравнений высших степеней с целыми коэффициентами. Ведь 
если удается подобрать корень    алгебраического уравнения (а рациональные корни удобно под-
бирать, пользуясь тем фактом, что у любого такого корня, записанного в виде несократимой дроби, 
числитель является делителем свободного члена, а знаменатель – делителем старшего коэффици-
ента), то теорема Безу утверждает, что многочлен можно разложить на множители, один из кото-
рых равен       , а второй находится делением исходного многочлена на этот двучлен. Например, 

уравнение                имеет рациональный корень     
 

 
, откуда деля «уголком» или 

по схеме Горнера получаем, что              (  
 

 
)             . 
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Идея факторизации иногда помогает даже в тех случаях, когда уравнение не имеет рацио-
нальных корней. Например, для решения уравнения              предположим, что его ле-
вая часть раскладывается в произведение квадратных трехчленов с целыми коэффициентами.  
Тогда раскрыв скобки и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях в равенстве  
                             , находим, что a = 1 и b = 2. Значит, исходное уравне-

ние равносильно совокупности [
         

          
 

Также важно отметить, что в некоторых задачах процедура разложения на множители даже 
более важна, чем вычисление корней многочлена. Например, при сокращении дробей или приведе-
нии дробей к общему знаменателю.  

Теорема Виета полезна, если требуется найти не сами корни, а какие-либо выражения, не-
сложно выражающиеся через сумму и произведение корней. Например, в задаче: «Докажите, что 
уравнение            имеет два различных действительных корня    и   . Вычислите значе-

ние выражения 
 

  
 

 

  
». Теорема Виета также эффективна при решении многих заданий с парамет-

ром, так как она позволяет сформулировать условия на коэффициенты квадратного уравнения, 
равносильные положительности или отрицательности корней этого уравнения. Например: 
«Найдите значения параметра  , при которых уравнение                        имеет 
два действительных корня» [3]. 

Известно, что теорема Виета обобщается на алгебраические уравнения высших степеней [4]. 
В некоторых случаях ее применение позволяет красиво исследовать вопрос о количестве корней. 
Например: «Докажите, что не все корни уравнения               являются действительны-
ми числами». Найдем сумму квадратов корней этого уравнения:   

    
    

            
  

                                . Противоречие, значит, не все корни этого уравнения 
действительные числа. 

Особенно эффектно применение теоремы Виета и факторизации при раскрытии неопреде-

ленностей вида 
 

 
 при вычислении пределов от дробно-рациональных функций, так как в этом слу-

чае один из корней уже известен. Например,       
         

            
. Вычисление предела начинается с 

подстановки, из которой убеждаемся, что х = 3 является корнем числителя и знаменателя. Тогда 
зная, что произведение корней числителя равно 21, а сумма корней знаменателя и произведение 

равны 6, получаем       
         

            
       

          

               
   . 

Метод коэффициентов является наиболее специальным, так как применим только для тех 
квадратных уравнений           , для которых выполняется одно из равенств        . 
Однако изучение метода коэффициентов оправданно тем, что подобные уравнения довольно часто 
встречаются в вариантах различных экзаменов, тестов и олимпиад, а незнание данного метода от-
нимает много времени и повышает вероятность вычислительной ошибки при решении уравнений 
типа              . Также понимание сути метода коэффициентов (а именно, что сумма ко-
эффициентов многочлена равна его значению в единице) помогает при решении некоторых олим-
пиадных задач. Например: «Найдите сумму коэффициентов многочлена                      , 
записанного в стандартном виде». 

В заключение хочется отметить, что основной целью данной статьи является обоснование 
необходимости изучения как можно большего количества методов решений квадратных уравне-
ний. Ведь учащиеся, владеющие только вычислительной формулой через дискриминант, в любом 
конкурентном конкурсе (включая ЕГЭ) будут проигрывать по времени и точности учащимся, вла-
деющим другими методами. Более того, знание многих методов поможет учащимся при изучении 
новых разделов математики и будет способствовать осознанию ими взаимосвязи между различны-
ми разделами математики и возможностью развития и обобщения элементарных идей при реше-
нии более сложных задач.  
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Abstract. The article discusses various methods for solving quadratic equations. The most popular basic methods 

are highlighted: a computational formula through a discriminant, the allocation of a full square, factorization, the Vieta 
theorem, the method of coefficients. For these methods, a comparative analysis of their application in various situations is 
given. The possibility of generalizing these methods for solving other problems of elementary and higher mathematics is 
shown. For each basic method, the importance of studying it is justified both for gaining an advantage in the speed and 
accuracy of solving quadratic equations, and for further training in solving other more complex problems. 
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Аннотация. В статье рассматривается применение функционального метода решения задач с парамет-

рами. В частности, показано применение таких свойств функций, как монотонность, области определения и 
значений функций, экстремальные значения функции – наибольшее и наименьшее значения функции на от-
резке, показаны примеры использования четности и обратимости функции. В статье приведено большое ко-
личество примеров, в некоторых указано несколько способов решения. Приведенная подборка задач будет 
полезна при подготовке к экзаменам за курс полной школы, а также для итогового повторения материала. 

 
Ключевые слова: функциональный подход, параметр, свойства функции: область определения, моно-

тонность, множество значений функции. 

 
Одним из важных понятий математической науки является понятие функции, поэтому в 

школьном курсе математики функция изучается, начиная с 7-го класса. В свою очередь, в научной и 
методической литературе говорится о необходимости и важности применения функционального 
подхода при решении различного рода математических задач, например, уравнений и неравенств. 
Заметим также, что линии уравнений и неравенств и функциональная тесно связаны между собой. 
Примерами такой связи могут служить задачи на нахождение области определения функций, 
например, функций, составленных из нескольких элементарных, промежутков знакопостоянства, 
нулей функции и т. п. Аналогично, и функциональная линия оказывает существенное влияние на 
содержание и стиль изучения линии уравнений и неравенств, так, в УМК Мордковича А. Г. линия 
уравнений и неравенств подчинена линии функциональной, при этом идея функционального под-
хода в школьных учебниках полностью не реализована. Прежде всего, это проявляется в отсутствии 
целостной системы задач, которая бы позволила осуществлять их отбор и составление, адекватной 
содержанию изучаемого материала, и способствовала бы организации учебно-познавательной дея-
тельности учащихся. А эффективность обучения зависит от возможности отбора, конструирования, 
организации задач, поэтому их должно быть много. Задачи, в решении которых используются свой-
ства функций, считаются для школьников трудными. И хотя во многих учебных пособиях и статьях 
приводятся примеры уравнений, неравенств и задач, в решении которых используются свойства 
входящих в них функций, методические проблемы, связанные с ними, не разработаны, практически 
не встречаются в литературе методические рекомендации для школьников и учителей. 

Между тем в последние годы любая итоговая аттестация учеников по математике – ОГЭ или 
ЕГЭ – во второй части обязательно содержит решение задачи с параметром.  

Если за основную школу предлагаются несложные для решения задачи (из формулировки 
чаще всего понятен способ ее решения), которые формулируются в виде «постройте график функ-

ции 
)2)(3(

3613 24






xx
xxy  и определите, при каких значениях с прямая y=c имеет с графиком ровно 

одну общую точку» (демовариант 2022), то задача в ЕГЭ предлагается более сложная и по ее виду не 
всегда очевиден путь ее решения. 

Рассмотрим один из способов решения задач с параметром, основанный на применении неко-
торых свойств функции, изучаемых в курсе математики 7–11 класса. 

Функционально-графический способ можно условно разделить на графический способ, в ко-
тором при решении уравнения (неравенства) используются графики функций или их части. Ис-
пользование графического метода целесообразно, например, при решении задач, в которых необ-
ходимо определить число решений уравнения, найти приближенное решение уравнения, а также в 
качестве одного из способов поиска решения задачи. Вторая часть метода предполагает использо-
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вание свойств функции, при этом графики в решении могут как присутствовать, так и отсутство-
вать. В нашей статье мы подробно остановимся на применении второй части функционально-
графического метода − использовании свойств функции. 

Классифицируем задачи по пунктам исследования функции. 
Любое исследование функции, как известно, начинается с нахождения области определения. 

Пример. Найти все действительные значения  , при которых область определения функции 

)sin4(log)5(log1)( 22 4545
xaxf

aaaa



 совпадет с множеством всех действитель-

ных чисел. 
Решение. Областью определения функции является множество действительных чисел, то есть 

функция должна быть определена в любой точке, и задача сводится к нахождению параметра  . 
Для этого нужно составить и решить систему:  
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Учитываем условие    , тогда решением последнего неравенства системы будет служить 

интервал )22;1(  . 

Ответ: при )22;1( a  условие выполняется. 

Однако не всегда отсылка к нахождению области определения бывает явной, и чаще всего та-
кая необходимость возникает в процессе решения задачи. Дополнительное исследование области 
определения позволяет ввести замену, с помощью которой уравнение (неравенство) решится до-
статочно просто. 

Пример. При каких значениях параметра   неравенство xax  21  имеет решение? 

Решение. Предложенное неравенство является иррациональным, традиционным способом его 
решения является возведение в квадрат. Однако возведение в квадрат в данном случае осуще-
ствить проблематично, так как сложно из-за параметра сделать оценку правой части. Поэтому по-
пробуем преобразовать подкоренное выражение так, чтобы можно было извлечь корень. 

Найдем ограничения на переменную: | |   . Заметим, что переменная принимает значе-
ния из ограниченного промежутка, данный промежуток является областью значений функций ко-

синус и синус. Введем тригонометрическую подстановку ];0[,cos  x . 

Тогда  

 coscos1 2  a  или  cossin  a . 

Но так как ];0[   , то 0sin  , следовательно,  

 cossin a , 

2
4

cos
4

sin2cossin 






















 . 

Заметим, что, так как ];0[   , то 22
4

sin2max 















 a

 . 

Ответ: 2a . 
Область (множество) значения функции и связанная с ним ограниченность функции встречается в 

задачах реже, чем область определения. Для решения уравнений и неравенств, в том числе с парамет-
ром, область значений используется нечасто, так как по виду функции не всегда ее можно найти.  

Однако введение новой переменной позволяет получить ограниченную функцию, например, 
квадратичную или тригонометрическую функцию, что облегчает поиск решения задачи.  



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 2 (25), 2022                                    

 

45 

Пример. Решить уравнение axx  22 1)12( . 

Решение. Областью допустимых значений переменной является отрезок [–1; 1], поэтому мож-

но ввести тригонометрическую подстановку ];0[,cos  x .  

После подстановки новой переменной и преобразований получаем: 

a  sin2coscos , a44sin  . 

Уравнение имеет решение при 
4
1

a  и его корнями являются числа вида 

Zkkak  ,
4

4arcsin
4
1)1( 

 , так как ];0[  , то рассмотрим три случая: 

1)  a=0, тогда .4,3,2,1,0,
4

 kk
   

2)  0
4
1

 a , .4,3,2,1,
4

4arcsin
4
1)1(  kkak 

  

3) 
4
10  a , .3,2,1,0,

4
4arcsin

4
1)1(  kkak 

   

Ответ: если 0
4
1

 a , то ,4,3,2,1,
4

4arcsin
4
1)1(cos 








 kkax k 

 

если a=0, то ,4,3,2,1,0,
4

cos  kkx 
 

если 
4
10  a , то .3,2,1,0,

4
4arcsin

4
1)1(cos 








 kkax k 

 

Приведем еще один пример использования тригонометрической подстановки. 

Пример. Решить уравнение xxpxp  . 

Решение. Область допустимых значений – | |   , тогда ];0[,cos   px , полу-

чаем равносильное уравнение: 

 coscos1cos1 p . 

В силу того, что px  , то 0p . Тогда 

1) если p=0, то 0 хxxx . 

2) если p> 0, то возведения в квадрат, получаем уравнение  

02sin2sin 2  pp  , 

корнями которого являются 1sin   или 
p

p 2sin 
 . 

  1sin  , то x=0 и p=0; 

 
p

p 2sin 
 , то .444421cos 2

2











 
 p

p
pp

p
pppx   

Ответ: если    , решений нет; 

если    ,    ; 

если    ,   √    .  

К экстремальным свойствам функции можно отнести наибольшее и наименьшее значение 
функции, а также ее максимум и минимум. При этом в задаче может требоваться найти максималь-
ное (минимальное) значение функции на промежутке или применяться в поиске решения задачи. 
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Для нахождения наибольшего или наименьшего значений функции можно применить неравенство 
между средними арифметическим и геометрическим, свойства квадратичной функции, свойства 
взаимно-обратных величин. 

Пример. Найти наибольшее значение величины  , при котором неравенство  

xb
xx
bxxb cos

3
2

168
)168( 2

25 


   

имеет хотя бы один корень. 
Решение. Очевидно, что при b=0 решение есть. Значит, будем полагать, что b>0. Тогда  

xb
x

bxb cos
3
2

)4(
)4( 2

25 


 . 

Используя неравенство Коши для средних – abba 2 , если 0a  и 0b  – получаем: 

bb
x

bxb 2
)4(

)4( 2
25 


 . 

При этом равенство будет достигаться при 
b
bx  4 .  

Следовательно, исходное неравенство имеет хотя бы одно решение, если 

xbbb cos
3
22  , т. к. b>0, то 

9
1cos

9
1 2  bxb  . 

Легко можно убедиться, что при 
9
1

b  первоначальное неравенство имеет решения, напри-

мер, 7x . 

Ответ: 
9
1

b . 

Использование монотонности, а именно возрастания и убывания функции при решении задач 
используется чаще всего. На основе этого свойства основан метод оценки левой и правой части, ко-
торый применяется, например, при решении некоторых тригонометрических уравнений. 

Пример. Решить уравнение 
33 aaxx  . 

Решение. Функция axxy  3
, стоящая в левой части уравнения, монотонно возрас-

тает, а значение правой части уравнения фиксировано, поэтому если уравнение имеет решение, то 
только одно. Легко заметить, что а является корнем. 

Ответ: ах  . 
В следующем примере требуется небольшое преобразование и исследование функции. 

Пример. Определить число корней уравнения 11353  xbx . 

Решение. Преобразуем уравнение к виду bxx  11353 . 

Поскольку функция 11353)(  xxxf  возрастает на 







 ;

3
5)( fD , то 

4
3
5)( 







 fxf  и, стало быть, );4[)( fЕ . 

Исходное уравнение имеет не более одного корня. При     он единственен. 

Ответ: если 4b , то уравнение имеет единственный корень; если 4b , то корней нет. 
Приведенный пример показывает самое простое применение монотонности. Приведем при-

меры, когда сначала требуется ввести функцию и затем исследовать ее монотонность. 

Пример. Для 
4
10  a  решить уравнение  
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16
1

16
12 22  xaaaxx . 

Решение. Перепишем данное уравнение в виде, выделив полный квадрат, 

16
1

16
1)( 222  xaaaax . 

Введем новую переменную 
222

16
10,

16
1 atxttxa  . 

Тогда исходное уравнение примет вид 

tatxax  22)( , ttaxax  22)( . 

Исследуя функцию yyyf  2)(  на монотонность, получаем, что она возрастает на про-

межутке );
2
1[  . Условие существования функции )(xt  – 

2

16
1 ax   и 

4
10  a , то

0 ax . Следовательно, принадлежат промежутку монотонности функции )(yf .  

Тогда tax  , т. е. 
16
1

16
1 22  xaaxaxxa . Сопоставим с ис-

ходным и получим xaxx 
16
122

. 

Для 
4
10  a  полученное квадратное уравнение имеет положительный дискриминант и 

2
4
34421 2 



aaa
x . 

Ответ:  3161642
4
1 2  aaax . 

Покажем, как можно использовать свойства монотонности для решения неравенства. 

Пример. Найти все значения параметра  , при которых неравенство 

03log)6(log)15(log 2
5

2  aa axxaxx  

имеет одно решение. 
Решение. Проведем необходимые преобразования в левой части неравенства: 

0
log

1
log

)1)5((log)15(log
33

2
5

2
3 



aa
axxaxx

. 

Рассмотрим два случая: 

1) если 10  a , то исходное неравенство равносильно неравенству  

1)6(log)15(log 2
5

2
3  axxaxx . 

Рассмотрим функцию )1(log)1(log)( 53  tttf , она возрастает на всей области 

определения, отметим, что 15log3log)4( 53 f . 

Тогда на полученное неравенство можно смотреть так )4()5( 2 faxxf  , следова-

тельно, 01,45 22  axxaxx . Однако, это неравенство на указанном промежутке не 

имеет корней, поэтому и единственного корня не будет. 
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2) если a>1, то получаем 1)6(log)15(log 2
5

2
3  axxaxx . Придерживаясь 

схемы рассуждений первого случая, легко установить, что это неравенство равносильно системе: 









.45
,05

2

2

axx
axx

 

Для того чтобы эта система имела решение, необходимо, чтобы дискриминант второго нера-
венства системы был неотрицательным. Если он положительный, то найдутся корни соответству-

ющего уравнения, причем для них неравенство 0415 22  axxaxx . Поэтому полу-

ченная система будет иметь по крайней мере два решения    и   , что нас не устраивает. Таким 

образом, осталось рассмотреть случай, когда дискриминант 042 a , а с учетом     доста-
точно проверить a=2. Подставив a=2, получим систему, имеющую одно решение. 

Ответ: a=2. 
Использование четности, периодичности и обратимости функции встречается в задачах 

очень редко. Однако их применение в некоторых случаях приводит к более быстрому решению за-
дачи. Продемонстрируем на примерах. 

Пример. Указать все значения параметра  , для которых уравнение 

xxaa sinsin   имеет решения. 

Решение. Введем новую переменную 0,sin  txat  и запишем систему для решения 

уравнения: 









.0
,2

t
atta

 

Рассмотрим функцию aty  2
 при 0t . Отметим, что эта функция обратима и обратной 

к ней является функция aty  , учтем, что все общие точки взаимно обратных функций ле-

жат на прямой y=t. Из уравнения tat 2
 получаем ответ. 

Ответ: 
4
1

a . 

Пример. Решить уравнение 
55 xaxa  . 

Решение. Введем в рассмотрение функции xaaf  5)(  и 
5)( xaag  . Данные функ-

ции являются возрастающими и взаимно обратными. Тогда axa 5
 равносильно исходному. 

Ответ: 
5aax  . 

Приведем еще одно решение уравнения, но уже с использованием свойств обратимости 
функции. 

Пример. Для 
4
10  a  решить уравнение 

16
1

16
12 22  xaaaxx . 

Решение. Очевидно 
2

16
1 ax   и согласно условию, то x>0. Рассмотрим функцию

16
122  axxy . Она строго возрастает на );[ a , поэтому при 

2

16
1 ax   эта функция 

обратима, обратной для нее будет функция 
16
12  xaay . Отсюда 
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16
12  xaax . Заметим, что мы использовали функцию, стоящую в правой части урав-

нения, т. к. выбор такой функции не повлиял на область допустимых значений первоначального 
уравнения.  

Ответ: )3161642(
4
1 2  aaax . 

Таким образом, хорошее знание свойств функций, а также свойств конкретных элементарных 
функций позволяет применять их при решении задач с параметрами. Регулярное использование в 
учебном процессе функционального подхода при решении задач позволяет сформировать у обуча-
ющихся целостную картину восприятия математики, развивать математическую культуру. 
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Французский математик XVII в. Пьер Ферма (Pierre Fermat) считается отцом современной 

теории чисел. Первые достижения этой науки возникли при попытке решения ряда задач, им же и 
поставленных. 

В 1670 г. сын Пьера Ферма издал книгу «Арифметика» александрийского математика Дио-
фанта. В издании содержались примечания Пьера Ферма, оставленные им на полях одного из эк-
земпляров этого сочинения. 

Одно из этих примечаний и содержит предложение, получившее название Великой теоремы 
Ферма. 

Если n  означает какое угодно целое положительное число больше нежели 2, то уравнению 
n n nx y z   не могут удовлетворять никакие три целых положительных числа , ,x y z . 

Ферма на полях книги записал: «Я нашел удивительное доказательство этого предложения, 
но поля книги слишком узки, чтобы оно могло на них поместиться» [2]. Таким образом, доказатель-
ство, которым обладал сам Ферма, осталось необнародованным. 

А. Я. Хинчин в своей книге «Великая теорема Ферма» (1927 г.) [2] дал необходимые справки, 

касающиеся проблемы Ферма, ее истории, привел доказательство для случая 4n   и краткий об-
зор других важнейших результатов (по состоянию на 1925 г.). Материалы, изложенные в книге, мо-
гут быть интересны студентам вузов и учащимся школ, увлекающимся математикой. В данной ста-
тье содержатся утверждения и их доказательства, которые могут быть использованы для занятий 
на факультативах по математике, в школьных и студенческих математических кружках [1]. 

Прежде всего мы замечаем, что числа , ,x y z  мы вправе считать попарно, не имеющими об-

щих делителей. Если бы какие-нибудь два из них, например, x  и y , имели какой-нибудь общий 

делитель 1t  , то, как показывает уравнение 
n n nx y z  , и z  должно было делиться на t , так 

что все уравнение можно было бы сократить на 
nt . Поэтому предполагаем, что числа , ,x y z  по-

парно не имеют общих делителей. 
Предположим, что есть три числа , ,x y z , которые являются решениями уравнения 

n n nx y z  ,       (1) 

где n  – простое число ( 2n  ). 
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