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Аннотация. Изотомическое отображение определено конструктивно, т. е. после построениˢ точки пе-
ресечениˢ одной тройки отрезков и построениˢ тройки пересечениˢ новой тройки отрезков, поˢвлˢетсˢ изо-
томически соответствуˡщаˢ точка. В статье рассмотрено математическое и компьˡтерное моделирование 
изотомического отображениˢ двумˢ способами: с помощьˡ декартовых координат и используˢ барицентри-
ческие координаты. Аналитическое задание закона отображениˢ позволˢет быстро построить соответствуˡ-
щуˡ пару точек и находить образ линии при изотомическом соответствии. 
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Рис. ͷ. Произвольный треугольник ABC 

 
Постановка задачи. Пусть в произвольном треугольнике АВС проведены отрезки АА1, ВВ1, 

СС1, где , , ,1 1 1А ВС В АС С АВ� � �  пересекаˡщиесˢ в точке Р (рис. ͳ). Построим точки А2, В2, С2, 
симметричные соответственно точкам А1, В1, С1, относительно середин отрезков ВС, СА, АВ, тогда 
отрезки АА2, ВВ2, СС2 также пересекаˡтсˢ в одной точке Q. Точка Q называетсˢ изотомически со-
прˢженной точке Р. Аналогично, точка Р ˢвлˢетсˢ изотомически сопрˢженной точке Q. Эти две точ-
ки называˡтсˢ изотомически сопрˢженными относительно данного треугольника и говорˢт, что 
точка P изотомически отображаетсˢ в точку Q относительно треугольника АВС [ʹ, с. ͸͸; ͵, с. ͳͳͷ]. 

Если отрезки АА1, ВВ1, СС1 ˢвлˢˡтсˢ медианами треугольника, то точки Р и Q совпадаˡт и ˢв-
лˢˡтсˢ центром тˢжести треугольника. 
                                                                 
̹ Совертков Петр Игнатьевич, 2024 
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Отрезки, соединˢˡщие вершины треугольника с точками касаниˢ вписанной окружности, пе-
ресекаˡтсˢ в одной точке J (рис. ʹ), называемой точкой Жергонна [ͳ, с. Ͷ].  

 
 

 
Рис. ͸. Иллˡстрациˢ отрезков на треугольнике ABC 

 
Отрезки, соединˢˡщие вершины треугольника с точками касаниˢ вневписанных окружно-

стей, пересекаˡтсˢ в одной точке N (рис. ʹ), называемой точкой Нагелˢ [ͳ, с. Ͷ].  
Точка Жергонна J и точка Нагелˢ N изотомически сопрˢжены относительно треугольника, в 

котором они построены (рис. ʹ). 
Изотомическое отображение оказывает на учащихсˢ магическое воздействие, так как постро-

ив точку Р как пересечение трех отрезков и применˢˢ симметриˡ к ˠтим отрезкам относительно 
медиан треугольников, мы снова получаем точку Q как пересечение трех отрезков. Утверждение 
легко доказываетсˢ на основании теоремы Чевы. То, что легко доказываетсˢ математически, уча-
щийсˢ проверˢет, совершаˢ определеннуˡ последовательность геометрических построений. Гео-
метрические построениˢ, как известно, выполнˢˡтсˢ теоретически строго на основании аксиом,  
а практически, при выполнении нескольких операций допускаˡтсˢ мелкие погрешности. Учитель в 
ˠтом случае спасает создавшуˡсˢ ситуациˡ словами – «а по теореме Чевы вновь построенные от-
резки должны пересечьсˢ в одной точке». 

Построениˢ на компьˡтере априори ˢвлˢˡтсˢ относительно точными, так как перед постро-
ением точек координаты ˠтих точек округлˢˡтсˢ до ближайших целых чисел, потому что ˠкран 
компьˡтера представлˢет целочисленнуˡ систему координат занумерованных пикселей. Но пара-
докс заклˡчаетсˢ в том, что чертеж на ˠкране в большинстве случаев ˢвлˢетсˢ более качествен-
ным, по сравнениˡ с чертежом, выполненным геометрическими инструментами. Если компьˡтер-
ное моделирование использует геометрические параметры, то повторить чертеж на компьˡтере 
длˢ другого расположениˢ исходной точки можно в десˢтки, сотни, а иногда и тысˢчи раз быстрее. 
Велика роль компьˡтерного моделированиˢ, если требуетсˢ отразить свˢзь между параметрами. 

Ради справедливости следует отметить и пользу построениˢ чертежа геометрическими ин-
струментами длˢ укладки геометрического факта в долговременнуˡ памˢть человека.  

В предлагаемой статье рассматриваетсˢ математическое и компьˡтерное моделирование 
произвольного треугольника. Длˢ трех произвольных отрезков, которые пересекаˡтсˢ в одной 
точке и каждый из которых выходит вершины треугольника, заданы два отношениˢ на сторонах 
треугольника. Эти отношениˢ полностьˡ определˢˡт положение указанных отрезков. Опреде-
лˢˡтсˢ декартовы и барицентрические координаты точек Р и Q. Если точка Р движетсˢ по неко-
торой траектории, то указан алгоритм построениˢ траектории точки Q при изотомическом отоб-
ражении. 

Метод использования декартовых координат. При определении координат точек будем 
использовать (рис. ͵) теорему о пропорциональных отрезках [ͷ, с. ͳʹͲ; ͸, с. ͸Ͷ]. 
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Рис. ͹. Треугольник ABC 
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Цельˡ математического и компьˡтерного моделированиˢ изотомического отображениˢ ˢв-
лˢетсˢ задание первоначальных параметров точки Р длˢ нахождениˢ координат точки Q. Длˢ уста-
новлениˢ функциональной зависимости будем считать, что заданы координаты вершин 
( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x ya a c cb b

 

треугольника и отношений u, v, в которых точка А1 делит отрезок СВ 

и точка С1 делит отрезок ВА, т. е. : , : .1 1 1 1СA A B u BC C A v   Эти отношениˢ полностьˡ определˢˡт 
положение точки Р. 

Используˢ теорему Чевы длˢ трех отрезков АА1, ВВ1, СС1, пересекаˡщихсˢ в одной точке, 

находим 
11 .

1

AB

B C uv
  

Длˢ координат точек А1, В1, С1 соответственно получаем (рис. ͳ): 

1 1 1 1, , ,
1 1 1 1
c b c b b a b a

a a c c
x ux y uy x vx y vyx y x y

u u v v
� � � �

    
� � � �

 

1 1, .
1 1
a c a c

b b
uvx x uvy yx y

uv uv
� �

  
� �

 Точка Р делит отрезок СС1 в отношении : ( 1),1CP PC u v �  поˠтому 

( ) ( ), .
1 1

c b a c b a
p p
x u x vx y u y vyx y

u uv u uv
� � � �

  
� � � �

  (1) 

Точки А2, В2, С2, Q имеˡт координаты 

2 2 2 2, , , ,
1 1 1 1
b c b c a b a b

a a c c
x ux y uy x vx y vyx y x y

u u v v
� � � �

    
� � � �

 

2 2, .
1 1
c a c a

b b
uvx x uvy yx y

uv uv
� �

  
� �

 

 
( ) ( ), .

1 1
a b c a b c

q q
x v x ux y v y vyx y

v uv v uv
� � � �

  
� � � �

  (2) 

Представленное выше моделирование ˢвлˢетсˢ наглˢдным длˢ фиксированной точки Р, 
определˢемой как пересечение трех отрезков. 

Если точка Р движетсˢ по некоторой линии γ, то координаты точки Р изменˢˡтсˢ, и тогда 
сложно указать зависимости длˢ отношений u, v на сторонах треугольника. В ˠтом случае вместо 
отношений u, v исходными параметрами должны быть координаты точки Р. Из формул (ͳ) выразим 

параметры u, v: 
( ) ( )

, .
( ) ( ) ( )
p b c p c b b c c b c p

p c a p a c c a a c p a p b

x y y y x x x y x y x x
v u
x y y y x x x y x y v x x x x

� � � � � �
  

� � � � � � � �
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Подставлˢˢ параметры в формулы (ʹ), получим координаты точки Q, т. е. координаты точки 
при изотомическом отображении. 

На рис. Ͷ точка Р движетсˢ по окружности γ, а ее образ Q при изотомическом отображении 
движетсˢ по линии γ1. 

Длˢ компьˡтерного моделированиˢ можно использовать ˢзык Pascal ABC [Ͷ, с. ͳͺ–ͷͳ]. Ком-
пьˡтернаˢ программа построениˢ (рис. Ͷ): 

 

 
Рис. ͺ. Треугольник ABC 

 
Uses GraphABC; Var x0,y0,xa,ya,xb,yb,xc,yc,i,j:Integer; 
xa1,ya1,xb1,yb1,xc1,yc1,xa2,ya2,xb2,yb2,xc2,yc2,xp,yp,xq,yq,u,v,R:real; Begin 
x0:=100; y0:=360; xa:=0; ya:=0; xb:=200; yb:=0; xc:=100; yc:=200; 
{точка отсчета и координаты вершин} 
R:αͷͷ; {радиус окружности} 
Line (x0+xa,y0-ya,x0+xb,y0-yb); {сторона треугольника АВ} 
Line (x0+xb,y0-yb,x0+xc,y0-yc); {сторона треугольника ВС} 
Line (x0+xa,y0-ya,x0+xc,y0-yc); {сторона треугольника АС} 
For i:=0 To 628 Do Begin 
xp:=(xa+xb+xc)/3+R*cos(i/100); yp:=(ya+yb+yc)/3+R*sin(i/100); 
v:=(xp*(yb-yc)+yp*(xc-xb)+xb*yc-xc*yb)/(xp*(yc-ya)+yp*(xa-xc)+ya*xc-xa*yc); 
u:=(xc-xp)/(v*xp+xp-v*xa-xb); {отношениˢ на сторонах СВ и ВА} 
xa1:=(xc+u*xb)/(1+u); ya1:=(ycΪu*yb)/(ͳΪu); {координаты точки Аͳ} 
xcͳ:α(xbΪv*xa)/(ͳΪv); ycͳ:α(ybΪv*ya)/(ͳΪv); {координаты точки Сͳ} 
xb1:=(u*v*xa+xc)/(u*v+1); yb1:=(u*v*ya+yc)/(u*v+1);  
xa2:=(u*xc+xb)/(u+1); ya2:=(u*yc+yb)/(u+1); {координаты точки А2} 
xc2:=(v*xb+xa)/(v+1); yc2:=(v*yb+ya)/(vΪͳ); {координаты точки Сʹ} 
xb2:=(u*v*xc+xa)/(u*v+1); yb2:=(u*v*yc+ya)/(u*v+1); 
xq:=(u*v*xc+xa+xb*v)/(u*v+v+1); yq:=(u*v*yc+ya+yb*v)/(u*v+v+1); 
SetPenColor(clRed);Circle(x0+round(xp),y0-round(yp),1); 
Circle(x0+round((xa+xb+xc)/3), y0-round((ya+yb+yc)/3),2); 
SetPenColor(clGreen);Circle(x0+round(xq),y0-round(yq),1); 
For j:=0 To 400000 Do Begin End;{цикл задержки}End; 
Circle(x0+round((xa+xb)/2), y0-round((ya+yb)/2),2);{середины сторон} 
Circle(x0+round((xb+xc)/2), y0-round((yb+yc)/2),2); 
Circle(x0+round((xa+xc)/2), y0-round((ya+yc)/2),2); 
FloodFill(x0+round((xa+xb)/2), y0-round((ya+yb)/2),clBlue); 
FloodFill(x0+round((xa+xc)/2), y0-round((ya+yc)/2),clBlue); 
FloodFill(x0+round((xb+xc)/2), y0-round((yb+yc)/2),clBlue); End. 
Используем барицентрические координаты [ͳ, с. ʹ͸; ͸, с. ͵͹ͻ] длˢ второго, более простого ме-

тода моделированиˢ изотомического отображениˢ. 
Метод использования барицентрических координат. Вначале приведем несколько отно-

шений длˢ точки внутри треугольника (рис. ͷ). 
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Рис. ͻ. Треугольник ABC 

 
Длˢ трех отрезков АА1, ВВ1, СС1, где , , ,1 1 1А ВС В АС С АВ� � �  пересекаˡщиесˢ в точке Р, по 

теореме Жергонна [ͷ, с. ͳ͵͹] выполнˢˡтсˢ равенства:  

1 1 1 1, 2.
1 1 1 1 1 1

PA PB PC AP BP CP

AA BB CC AA BB CC
� �  � �   

Используˢ теорему Жергонна и подобие треугольников, легко доказываˡтсˢ равенства в сле-
дуˡщей теореме.  

Теорема. Пусть через точку Р проведены прˢмые А3В4, В3С4, С3А4, параллельные сторонам тре-
угольника (рис. ͷ), тогда выполнˢˡтсˢ равенства: 

3 4 3 4 3 4 4 4 42 ,
A B C A B C CB BA AC

AB CA BC CB BA AC
� �   � �  

3 3 3 4 3 4 3 4 32, 1,
CA AB BC A B B C C A

CA AB BC AB BC CA
� �  � �  

 
3 3 34 4 4 1, 1.

AA CC BBAA BB CC

AB BC CA AC CB BA
� �  � �   

Длˢ произвольной точки Р внутри треугольника справедливы следуˡщие разложениˢ век-
торов: 

3 3 34 4 4, , .
AA BB CCAA BB CC

AP AB AC BP BA BC CP CA CB
AB AC BA BC CA CB

 �  �  �  

По теореме Фалеса выполнˢˡтсˢ равенства  

3 3 34 4 4, , .
СС AA BBAA BB CC

AB СB AC BC BA CA
    

На основании предыдущих равенств конструктивно вводˢтсˢ барицентрические координаты 
точки Р(p: q: r) из равенств: 

, , ,AP qAB rAC BP pBA rBC CP pCA qCB �  �  �

 причем выполнˢетсˢ равенство 1.p q r� �   
На рис. ͸ представлены барицентрические координаты всех точек и уравнениˢ прˢмых в ба-

рицентрических координатах. Длˢ моделированиˢ лˡбой линии и ее образа при изотомическом 
отображении применˢем следуˡщуˡ последовательность действий: 

1) составить параметрические уравнениˢ линии длˢ произвольной точки ( , )P x yp p  в декар-

товых координатах; 
2) найти барицентрические координаты ˠтих точек Р и Q; 
3) построить ˠти точки в декартовой системе координат.  
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Рис. ͼ. Треугольник ABC 

 
Пусть известны декартовы координаты точки xp, yp точки Р, тогда используˢ равенство 

,AP qAB rAC �  получаем систему уравнений  

, .b c p b c pqx rx x qy ry y�  �   

Барицентрические координаты точки Р: 
( ) /( ),p c p c b c b cq x y y x x y y x � �  

( ) /( ), 1 .b p b p b c b cr x y y x x y y x p q r � �  � �  

Например, длˢ окружности с центром в точке пересечениˢ медиан треугольника используем 
равенства 

( ) /3, ( ) /3, cos , sin .s a b c s a b c p s s p s sx x x x y y y y x x r t y y r t � �  � �  �  �  

Следуˡщаˢ компьˡтернаˢ программа снова строит рисунок Ͷ. 
Uses GraphABC; 
Var x0,y0,b,c,xa,ya,xb,yb,xc,yc,rs,i,j:Integer; 
p,q,r,s,xa1,ya1,xb1,yb1,xc1,yc1,xa2,ya2,xb2,yb2,xc2,yc2,xp,yp,xq,yq,xs,ys:real; Begin 
x0:=100; y0:=360; xa:=0; ya:=0; xb:=200; yb:=0; xc:=100; yc:=200; rs:=55; 
Line (x0+xa,y0-ya,x0+xb,y0-yb); {сторона AВ} 
Line (x0+xb,y0-yb,x0+xc,y0-yc); {сторона ВС} 
Line (x0+xa,y0-ya,x0+xc,y0-yc); {сторона АС} 
xs:=(xa+xb+xc)/3; ys:=(ya+yb+yc)/3; 
For i:αͲ To ͸ʹͺ Do Begin {построение окружности и ее образа} 
xp:=xs+rs*cos(i/100); yp:=ys+rs*sin(i/100); 
q:=(xp*yc-yp*xc)/(xb*yc-yb*xc); r:=(xb*yp-yb*xp)/(xb*yc-yb*xc); 
PutPixel(x0+round(xp),y0-round(yp),clRed); 
p:=1-q-r; s:=q*r+p*r+p*q; 
xq:=(q*r*xa+p*r*xb+p*q*xc)/s; yq:=(q*r*ya+p*r*yb+p*q*yc)/s; 
PutPixel(x0+round(xq),y0-round(yq),clGreen); 
For j:=1 To 100000 Do Begin End;End; End. 
Напоминаем, что изотомическое отображение определено длˢ точек, расположенных внутри 

треугольника. 
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Рис. ͽ. Треугольник ABC 

 
При изотомическом отображении точки прˢмой, проходˢщей через вершину треугольника, 

отображаˡтсˢ в точки прˢмой, проходˢщей через ˠту же точку. Например, точки отрезка PM (рис. ͹) 
в точки отрезка QN, а отрезок PN в отрезок QM, но образом отрезка l на прˢмой, не проходˢщей че-
рез вершину треугольника, ˢвлˢетсˢ линиˢ J. 

 
Список литературы 

1. Мˢки˛ев А. Г. Элементы геометрии треугольника. М. : МЦНМО, ʹͲͲʹ. ͵ʹ с. 
2. Понарин Я. П. Элементарнаˢ геометриˢ. Т. ͳ. М. : МЦНМО, ʹͲͲͶ. ͵ͳʹ с. 
3. Прасолов В. В. Задачи по планиметрии. Ч. ͳ. М. : Наука, ͳͻͻͷ. 
4. Совертков П. И. Компьˡтерное моделирование. СПб. : Лань, ʹͲʹ͵. ͶʹͶ с. 
5. Совертков П. И. Олимпиаднаˢ подготовка и моделирование по математике. СПб. : Лань, ʹͲʹʹ. ͶͲͲ с. 
6. Совертков П. И. Справочник по ˠлементарной математике : учебное пособие. СПб. : Лань, ʹͲͳͺ. ͶͲͶ с. 
 
 

Computer simulation of an isotomic mapping for a given triangle 
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Abstract. The isotomic mapping is defined constructively, i. e. after constructing the intersection point of one 

triple of segments and constructing the intersection point of a new triple of segments, an isotomically corresponding 
point appears. The article considers mathematical and computer modeling of an isotomic mapping in two ways: using 
Cartesian coordinates and using barycentric coordinates. The analytical definition of the mapping law allows you to 
quickly construct the corresponding pair of points and find the image of the line with an isotomic match. 
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