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Аннотация. Рассматриваˡтсˢ и анализируˡтсˢ различные подходы к определениˡ и изучениˡ основ-
ных числовых систем. Подчеркиваетсˢ, что числовые системы натуральных чисел, целых чисел, рациональ-
ных чисел и действительных чисел выступаˡт в качестве основаниˢ длˢ изучениˢ теории чисел и теоретико-
числовых исследований.  
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Введение. В ˠлементарной теории чисел – помимо натуральных чисел (N) и целых чисел (Z) – 

рассматриваˡтсˢ и применˢˡтсˢ рациональные числа (Q) и действительные числа (R). В частности, 
важнуˡ роль играˡт такие числовые функции, как абсолˡтнаˢ величина, целаˢ часть и дробнаˢ 
часть действительных чисел.  

Основные числовые системы N, Z, Q, R уникальны (с точностьˡ до изоморфизма они един-
ственны) и в то же самое времˢ универсальны в применениˢх как в самой математике и других 
науках, так и в практических приложениˢх.  

Теориˢ числовых систем выросла из недр арифметики на методической базе абстрактной 
алгебры и математического анализа [ͳʹ]. А сами числовые системы служат надежной содержа-
тельной основой развитиˢ современной теории чисел, а также дальнейшего развитиˢ алгебры и 
анализа.  

В ˠтой статье мы последовательно изложим содержательные определениˢ и свойства число-
вых систем N� Z� Q� R, которые ˢвлˢˡтсˢ основанием и обоснованием строгого и систематическо-
го изучениˢ теории чисел.  

Доступно и содержательно основные числовые системы изложены в известных книгах И. В. Ар-
нольда [ͳ] и И. В. Проскурˢкова [ͳͳ], в статье В. И. Игошина [ͷ].  

Последовательно рассмотрим ˠти основные числовые системы.  
ͳ. Система натуральных чисел. Натуральные числа составлˢˡт фундамент всей математи-

ки: ˢвлˢˡтсˢ истоком и источником становлениˢ и развитиˢ числовой линии в математической 
науке и в математическом образовании; фундируˡт мощное арифметико-алгебраическое направ-
ление функционированиˢ современной математики; служат числовой базой построениˢ, посред-
ством координатизации, классических геометрий – евклидовой, проективной, геометрии Лобачев-
ского.  

Мы с детства воспринимаем натуральные числа опредмеченно, интуитивно. В школе даˡтсˢ 
и формулируˡтсˢ свойства натуральных чисел на содержательном уровне. Такой подход можно 
назвать содержател˟но-интуитивн˞м.  

В вузе в курсе числовых систем натуральный рˢд определˢетсˢ аксиоматически, скажем, как 
система Пеано [ͳ, параграфы ͳ, ͳͺ; ͵; ͳʹ, параграф ͵.ͳ]. Это содержател˟но-аксиоматическое опре-
деление системы натуральных чисел.  

Напомним аксиоматическое определение системы Пеано. Первичные понˢтиˢ: «множество N», 
«отображение ̵: NoN», «ˠлемент ͳ из N». Таким образом, на множестве N заданы унарнаˢ операциˢ ̵ 
и нульарнаˢ операциˢ выделениˢ ˠлемента ͳ. В результате получаетсˢ алгебраическаˢ структура 
¢N, ', 1² сигнатуры {̵, ͳ} типа (ͳ, Ͳ).  

Алгебраическаˢ структура ¢N, ', 1² называетсˢ системой Пеано, если она удовлетворˢет сле-
дуˡщим аксиомам:  
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Рͳ. n'zͳ длˢ каждого n � N. 
Рʹ. m'=n' � m=n длˢ лˡбых m, n � N.  
P͵. Длˢ лˡбого подмножества M в N: если ͳ) ͳ� M и ʹ) n� M � n'� M длˢ каждого n� N, то M=N.  
Прокомментируем приведенное определение.  
Интуитивно ͳ – «первое» натуральное число, а операциˢ ̵ означает «взˢтие следуˡщего чис-

ла» n'=nΪͳ. Аксиома Рͳ утверждает, что у ͳ нет «предшествуˡщего ˠлемента». Аксиома Рʹ показы-
вает, что «отображение ̵: NoN» переводит различные числа в различные. Аксиома Р͵ – ˠто аксиома 
индукции, алгебраический смысл которой состоит в том, что система Пеано не имеет собственных 
подсистем.  

Предполагаетсˢ непротиворечивость аксиоматики Пеано: существует хотˢ бы одна система 
Пеано. Доказываетсˢ, что лˡбые две системы Пеано изоморфны [ͳʹ, теорема ͵.Ͷ]. Тем самым можно 
зафиксировать одну из изоморфных систем Пеано, обозначить ее N и назвать натурал˟н˞м рˢдом, 
а ˠлементы из N – натурал˟н˞ми числами.  

В работе [͵] на произвольной системе Пеано ¢N, ', 1² непосредственно вводитсˢ отношение 
порˢдка, что позволˢет доказать общуˡ теорему об индуктивных построениˢх [͵; ͳʹ, теорема ͵.Ͷ].  

Теорема об индуктивн˞х построениˢх. Пусть даны произвольное множество Х, ˠлемент 
x0� X и некотораˢ функциˢ g: XuNoX. Тогда существует однозначно определеннаˢ функциˢ f: NoX, 
удовлетворˢˡщаˢ следуˡщим рекуррентным соотношениˢм:  

1) f(1)=x0 (начальное условие);  
2) f(n')=g(f(n), n) длˢ каждого n� N (индуктивное условие).  
На основании ˠтой теоремы на N индуктивно определˢˡтсˢ операции сложениˢ и умножениˢ 

(Герман Грассман, ͳͺͳ г.) и доказываˡтсˢ их арифметические свойства [ͳ, параграфы ͳͻ–21; 3; 12, 
параграф 3.2].  

Сложение. В N существует однозначно определеннаˢ бинарнаˢ операциˢ сложениˢ Ϊ, удовле-
творˢˡщаˢ следуˡщим соотношениˢм: 

ͳ) mΪͳαm̵ длˢ всех m� N; 
ʹ) mΪn̵α(mΪn)̵ длˢ всех m, n� N.  
Умножение. В N существует единственнаˢ бинарнаˢ операциˢ умножениˢ �, обладаˡщаˢ сле-

дуˡщими свойствами:  
1) m�ͳαm длˢ лˡбого m� N; 
2) m�n'=m�nΪm длˢ лˡбых m, n� N.  
Свойства сложениˢ и умножениˢ. Длˢ лˡбых k, m, n� N верны соотношениˢ:  
1. (k+m)+n=k+(m+n), (k�m)�n=k�(m�n) (ассоциативность операций). 
2. m+n=n+m, m�n=n�m (коммутативность операций). 
3. (k+m)�n=k�n+m�n (дистрибутивность умножениˢ относительно сложениˢ). 
4. k+m=k+n � m=n, k�m=k�n � mαn (законы сократимости).  
5. m� n � n=m+l длˢ некоторого l� N (взаимосвˢзь порˢдка со сложением).  
После ˠтого можно систематически развить всˡ теориˡ натурального рˢда N [ͳʹ, глава ͵].  
Также аксиоматика Пеано может быть представлена как формальнаˢ аксиоматическаˢ тео-

риˢ натурального рˢда, когда содержательнаˢ теориˢ излагаетсˢ на формальном ˢзыке математи-
ческой логики [ͻ, глава ͵]. Такой подход можно назвать формально-аксиоматическим.  

Мы исповедуем содержательный подход, при котором система N натуральных чисел есть ли-
нейно упорˢдоченное полукольцо ¢N, +, �, d, 1² с определенными дополнительно постулируемыми 
условиˢми.  

Определим используемые здесь понˢтиˢ и укажем упомˢнутые дополнительные условиˢ.  
Во-первых, N – ˠто алгебраическаˢ структура, ˢвлˢˡщаˢсˢ коммутативным полукольцом 

¢N, +, �, 1² с единицей ͳ и законами сокращениˢ, то есть алгебра с коммутативно-ассоциативными 
бинарными операциˢми сложениˢ Ϊ и умножениˢ �, дистрибутивного относительно сложениˢ 
(x(y+z)=xy+xz тождественно), нейтральным по умножениˡ ˠлементом ͳ (x1=x тождественно) и ква-
зитождествами x+y=x+z � y=z, xy=xz � y=z.  

Во-вторых, N – ˠто вполне упорˢдоченное множество ¢N, d, 1² с наименьшим ˠлементом ͳ, без 
наибольшего ˠлемента и в котором лˡбой начальный отрезок [ͳ, n]={m� N: md n}, n� N, конечен 
(как множество).  

В-третьих, отношение порˢдка d сохранˢетсˢ при сложении и умножении, то есть в N выпол-
нˢˡтсˢ импликации xd y � x+zd y+z и xd y � xzd yz длˢ лˡбых x, y, z� N.  

Напомним, что упорˢдоченное множество ¢X, d² называетсˢ вполне упорˢдоченн˞м, если лˡ-
бое его непустое подмножество имеет наименьший ˠлемент. Очевидно, что всˢкое вполне упорˢдо-
ченное множество ¢X, d² будет линейно упорˢдоченн˞м: �x, y� X (xd y � yd x).  
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По определениˡ, длˢ натурального рˢда N имеет место  
Прин˙ип наимен˟˛его ˠлемента (ПНЭ). Каждое непустое множество натуральных чисел 

содержит наименьшее (в себе) число.  
В натуральном рˢду N длˢ каждого числа n число n+1! n ˢвлˢетсˢ следуˡ˜им за n числом, то 

есть между числами n и nΪͳ нет других чисел.  
Кроме того, длˢ лˡбого натурального числа nzͳ существует пред˞ду˜ее число m, длˢ которо-

го n=mΪͳ. В самом деле, отрезок [ͳ, n] ˢвлˢетсˢ конечным линейно упорˢдоченным множеством 
натуральных чисел {ͳ, ͳΪͳ, ͳΪͳΪͳ, …, n}. Поˠтому множество [ͳ, n]\{n} имеет наибольший ˠлемент m, 
и m+1=n.  

Рассмотрим бесконечнуˡ последовательность A чисел  
1� 1+1� 1+1+1� 1+1+1+1� … . 

Этими суммами единиц исчерпываˡтсˢ все натуральные числа, то есть множество A сумм 
единиц совпадает с N. Действительно, предположим от противного, что множество N\A не пусто. 
Тогда оно обладает наименьшим числом mzͳ, не имеˡщим предшествуˡщего ˠлемента; получили 
противоречие. Тем самым лˡбое натуральное число есть сумма числа ͳ с самим собой конечное 
число раз. В обычной записи: ͳ� 2� 3� 4� …� n� n+1� … (рис. ͳ).  

 
Рис. ͷ. Сумма числа ͳ с самим собой конечное число раз 

 
В системе N выполнение неравенства m� n равносильно существованиˡ единственного нату-

рального числа k, длˢ которого m+k=n; число k играет роль разности чисел n и m. Поˠтому N допус-
кает частичнуˡ операциˡ вычитаниˢ (если m+k=n, то n–m=k).  

Возьмем в N произвольное множество M, такое, что ͳ� M и длˢ лˡбого n� M верно n+1� M. 
Значит, A� M, и, стало быть, MαN. Тем самым получаем  

Прин˙ип математи˚еской индук˙ии (ПМИ). Пусть P – свойство натуральных чисел, такое, 
что верно P(ͳ) и P(n) � P(nΪͳ) длˢ лˡбого n� N. Тогда P(n) верно длˢ всех n� N.  

Отметим, что запись P(n) означает: число n обладает свойством P. Длˢ доказательства ПМИ 
достаточно положить M={n� N: P(n)}.  

ПНЭ приводит к следуˡщей форме ПМИ:  
Втораˢ форма ПМИ. Пусть свойство P натуральных чисел удовлетворˢет условиˡ: если n� N 

и из того, что P(m) верно длˢ каждого натурального числа m� n, следует истинность P(n). Тогда P(n) 
верно длˢ всех n� N.  

Заметим, что ПНЭ, ПМИ и втораˢ форма ПМИ часто и существенным образом применˢˡтсˢ 
длˢ доказательства различных утверждений о натуральных числах (и не только натуральных).  

ʹ. Система целых чисел. Каждаˢ из числовых систем Z, Q, R определˢетсˢ и строитсˢ, опира-
ˢсь на предыдущуˡ числовуˡ систему.  

Исторически система целых чисел рассматривалась как «двухсторонний натуральный рˢд» 
Z=N�{0}�(–N) с естественным образом определенными порˢдком и арифметическими операциˢми 
[ͳ, параграфы ʹʹ, ʹ͵], превращаˡщими Z в дискретно упорˢдоченное целостное кольцо.  

Алгебраически система Z определˢетсˢ и конструируетсˢ как кол˟цо разностей полукол˟ца N, 
на которое соответствуˡщим образом расширˢетсˢ линейный порˢдок из N. Именно, на множестве 
NuN упорˢдоченных пар натуральных чисел определˢˡтсˢ операции сложениˢ Ϊ и умножениˢ � и 
отношение ˠквивалентности a: длˢ лˡбых a, b, c, d� N  

(a, b)+(c, d)=(a+c, b+d), 
(a, b)�(c, d)=(ac+bd, ad+bc), 

(a, b)a(c, d) � a+d=b+c. 
Мотивациˢ введениˢ таких формул заклˡчаетсˢ в том, что упорˢдоченнаˢ пара (a, b) нату-

ральных чисел a и b моделирует их разность: (a, b){a–b. Алгебраическаˢ структура ¢NuN, +, �² ˢвлˢ-
етсˢ полукольцом, а отношение ˠквивалентности a на NuN будет конгруˠнцией на ˠтом полукольце. 
Соответствуˡщее полукольцо (NuN)/a и есть кольцо разностей полукольца N. Можно положить 
Z=(NuN)/a. Здесь фактически применен метод пар (Гамильтон).  

Линейно упорˢдоченное множество ¢X, d² называетсˢ дискретно упорˢдоченн˞м, если каждый 
его ненаибольший ˠлемент имеет последуˡщий ˠлемент, каждый его ненаименьший ˠлемент име-

1     2     3         …           n     n+1                             N 
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ет предыдущий ˠлемент и все отрезки в X конечны. Отрезок в X – ˠто множество вида [x, y]={z� X: 
xd zd y}, где x, y� X и xd y.  

Итак, системой Z цел˞х чисел можно назвать лˡбое дискретно упорˢдоченное целостное 
кольцо. Все такие алгебраические системы изоморфны друг другу (рис. ʹ).  

 
Рис. . Система Z целых чисел 

 
Положительнаˢ часть Z – ˠто множество {z� Z: 0� z}, равное множеству всевозможных сумм 

единиц ͳ, ˢвлˢетсˢ упорˢдоченным подполукольцом в Z, изоморфным системе N натуральных чи-
сел и отождествлˢемым нами с N. Множество {z� Z: z� Ͳ} совпадает с множеством (–N)={–n� Z: 
n� N}. В результате и получаетсˢ система ZαN�{0}�(–N), в которой выполнˢˡтсˢ все обычные 
свойства сложениˢ и умножениˢ целых чисел. Скажем, справедливо правило знаков при умножении 
произвольных целых чисел a и b: (–a)b=a(–b)= –(ab). Длˢ лˡбых m, n� N имеем: m� n � –n� –m. От-
ношение порˢдка на Z согласовано с операциˢми сложениˢ и умножениˢ: длˢ лˡбых a, b, c� Z имеем 
a� b � a+c� b+c и a� b � ac� bc при c� N. 

Напомним понˢтие абсолˡтной величин˞ °a° целого числа a: °a°=a при at Ͳ и °a°= –a при 
a� Ͳ. Без оговорок будем пользоватьсˢ следуˡщими двумˢ свойствами абсолˡтной величины (�a, 
b� Z): °ab°=°a°�°b° (мультипликативность) и °a+b°d °a°+°b° (неравенство треугольника). 

В кольце Z целых чисел выполнˢетсˢ теорема о делении с остатком, лежащаˢ в основе класси-
ческой теории делимости целых чисел. Из нее выводитсˢ другой основополагаˡщий факт: в кольце 
Z каждый идеал главный, то есть Z ˢвлˢетсˢ кол˟цом главн˞х идеалов. 

Теорема о делении с остатком. Длˢ лˡбых целого числа a и ненулевого целого числа b су-
ществуˡт однозначно определенные целое число q и неотрицательное целое число r� °b°, такие, 
что a=bq+r. При ˠтом число q называетсˢ (неполным) частным от делениˢ a на b, r – остатком. 

Теорема о делении с остатком показывает, что кольцо Z ˢвлˢетсˢ евклидовым кольцом. 
Теорема об идеалах. Кольцо Z целых чисел ˢвлˢетсˢ кольцом главных идеалов. 
Докажем ˠту теорему. Требуетсˢ показать, что каждый идеал J кольца Z ˢвлˢетсˢ главным, то 

есть J=mZ={mz: z� Z} длˢ некоторого целого числа m. Если J={0} – нулевой идеал, то J=0�Z. Пусть иде-
ал J содержит ненулевое число z. Вместе с z идеал J содержит и противоположное число –z. Значит, J 
содержит некоторое натуральное число, то есть J�Nz�. В силу ПНЭ множество J�N имеет наимень-
ший ˠлемент m. Покажем, что J=mZ. Вклˡчение mZ� J очевидно. Пусть z� J. Разделим число z на чис-
ло m с остатком: z=mq+r при q, r� Z и Ͳd r� m. Число r=z–mq принадлежит идеалу J. Поˠтому в силу 
минимальности m, rαͲ. Откуда z=mq� mZ. Значит, J� mZ. Стало быть, J=mZ. 

Заметим, что (–m)Z=mZ длˢ лˡбого m� Z. 
Сделаем несколько выводов из теоремы об идеалах. 
(ͳ) Лˡбой ненулевой идеал кольца Z имеет вид mZ длˢ единственного натурального числа m. 
(ʹ) Сумма лˡбого непустого семейства идеалов кольца Z ˢвлˢетсˢ главным идеалом в Z. 
В частности, длˢ лˡбых целых чисел m1, m2, …, mn (n� N), одновременно не равных Ͳ, имеем: 

m1Z+m2ZΪ…ΪmkZ=dZ 
длˢ единственного натурального числа d, ˢвлˢˡщегосˢ НОД чисел m1, m2, …, mn. Например, 

12Z+(–ʹͲ)ZΪ͵ZαͶZ и Ͷαͳʹ�4+(–20)�4+36�1. 
(͵) Пересечение лˡбого непустого семейства идеалов кольца Z ˢвлˢетсˢ главным идеалом в Z. 
В частности, длˢ лˡбых ненулевых целых чисел m1, m2, …, mn (n� N) верно равенство 

m1Z�m2Z�…�mkZ=kZ 
длˢ единственного натурального числа k, ˢвлˢˡщегосˢ НОК чисел m1, m2, …, mn. Например, 

12Z�(–20)Z�36Z=180Z. 
(Ͷ) Лˡбаˢ возрастаˡщаˢ относительно вклˡчениˢ последовательность строго вложенных 

друг в друга идеалов кольца Z конечна. 
Действительно, пусть дана строго возрастаˡщаˢ последовательность (конечнаˢ или беско-

нечнаˢ) J1� J2� … � Jn� … идеалов кольца Z. Объединение J ˠтих идеалов также будет идеалом в Z. 
Значит, J=mZ длˢ какого-то числа m, которое принадлежит некоторому идеалу Jn. Откуда J=Jn. И мы 
получаем конечнуˡ цепочку идеалов J1� J2� … � Jn. Заметим, что длˢ каждого натурального числа 
mzͳ последовательность mZ� m2Z� … � mnZ� … бесконечна (счетна). 
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(ͷ) Максимальные идеалы кольца Z совпадаˡт с идеалами pZ по всем простым числам p. Ну-
левой идеал ˢвлˢетсˢ единственным простым немаксимальным идеалом в кольце Z. 

͵. Система рациональных чисел. Систему Q рациональных чисел можно определить как ми-
нимальное счетное (плотное) линейно упорˢдоченное поле (рис. ͵). Плотност˟ линейно упорˢдо-
ченного множества ¢X, d² означает, что длˢ лˡбых двух ˠлементов x� y из X существует ˠлемент z� X, 
лежащий между x и y, т. е. x� z� y. Известно, что всˢкое счетное плотное линейно упорˢдоченное 
множество без наименьшего и наибольшего ˠлементов изоморфно содержательно понимаемому 
линейно упорˢдоченному множеству всех рациональных чисел [, с. ʹʹʹ]. 

 
Рис. . Система Q рациональных чисел 

 
Алгебраически система Q также определˢетсˢ и строитсˢ как поле частн˞х кол˟ца Z с линей-

ным порˢдком, продолжаˡщим имеˡщийсˢ на Z порˢдок. На множестве ZuN упорˢдоченных пар (a, 
b) чисел a� Z и b� N определˢˡтсˢ операции сложениˢ Ϊ и умножениˢ � и отношение ˠквивалентно-
сти a: длˢ лˡбых a, c� Z и b, d� N  

(a, b)+(c, d)=(ad+bc, bd), 
(a, b)�(c, d)=(ac, bd), 

(a, b)a(c, d) � ad=bc. 
Мотивациˢ введениˢ ˠтих соотношений состоит в том, что упорˢдоченнаˢ пара (a, b) целого 

числа a и натурального числа b моделируетсˢ как их частное (дробь): (a, b){a/b. Отношение ˠквива-
лентности a на алгебраической структуре ¢ZuN, +, �² ˢвлˢетсˢ конгруˠнцией, фактор-структура по ко-
торой и будет полем частных кольца Z. Полагаем Q=(ZuN)/a. Поле Q ˢвлˢетсˢ минимальным полем 
нулевой характеристики (суммы единиц ͳ не равны Ͳ), то есть каждое поле нулевой характеристики 
содержит изоморфный образ полˢ Q в качестве подполˢ. Это также есть воплощение метода пар.  

Содержательно линейно упорˢдоченное поле Q есть множество дробей m/n=mn–1, где m� Z и 
n� N, со стандартными правилами сложениˢ и умножениˢ дробей, наделенное следуˡщим порˢд-
ком: m/nd k/l � mld nk в Z.  

На поле Q определˢетсˢ унарнаˢ операциˢ – абсолˡтнаˢ величина рациональных чисел: 
°m/n°=°m°/n. Как и на кольце Z, абсолˡтнаˢ величина на поле Q обладает свойствами мультипли-
кативности и неравенства треугольника.  

Ͷ. Система действительных чисел. Приведем современное определение системы R действи-
тельных (вещественных) чисел. Системой R называетсˢ непрерывное линейно упорˢдоченное поле.  

Поˢсним данное определение.  
Пусть F – линейно упорˢдоченное поле. Его наименьшее подполе изоморфно полˡ Q. Поˠтому 

можно считать, что Q� F. Говорˢт, что Q плотно в F, когда длˢ лˡбых ˠлементов a� b из F существу-
ет такое рациональное число q, что a� q� b. Поле F называетсˢ архимедов˞м, если в нем выполнˢет-
сˢ аксиома Архимеда: длˢ лˡбых a! 0 и b из F существует такое натуральное число n, что b� na.  

Определим также понˢтие сечениˢ. Сечением A~B линейно упорˢдоченного множества ¢X, d² 
называетсˢ разбиение X на два непересекаˡщихсˢ непустых множества A и B, даˡщих в объедине-
нии X, при котором x� y длˢ лˡбых x� A и y� B. Элемент r� X называетсˢ рубежом сечениˢ A~B, если 
xd cd y при лˡбых x� A и y� B. Сечениˢ могут иметь Ͳ, ͳ или ʹ рубежа.  

Сечение A~B линейно упорˢдоченного множества X называетсˢ: ˜ел˟ˡ, если оно не имеет ру-
бежа; дедекиндов˞м, если оно имеет ровно один рубеж, то есть либо A обладает наибольшим ˠле-
ментом, либо B – наименьшим; скачком, если оно имеет ровно два рубежа, то есть A обладает 
наибольшим ˠлементом и B обладает наименьшим ˠлементом.  

Отметим, что дискретность линейно упорˢдоченного множества равносильна тому, что его 
сечениˢ – скачки. Линейно упорˢдоченные множества ¢N, d² и ¢Z, d² – дискретно упорˢдоченные. 
Каждое сечение ¢Q, d² либо дедекиндово (рубежом служит рациональное число), либо ˢвлˢетсˢ ще-
льˡ (порождаетсˢ иррациональным числом).  

Мы принимаем без доказательства следуˡщие два утверждениˢ:  
Утверждение ͷ. Длˢ всˢкого линейно упорˢдоченного полˢ F ˠквивалентны следуˡщие условиˢ:  
1) F архимедово;  
2) в F длˢ лˡбого b! Ͳ найдетсˢ натуральное n, такое, что ͳ/n� b;  
3) Q плотно в P.  
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Утверждение . Длˢ лˡбого линейно упорˢдоченного полˢ F ˠквивалентны следуˡщие свойства:  
1) F непрерывно по Вейерштрассу, то есть лˡбое ограниченное сверху непустое подмноже-

ство в F обладает точной верхней граньˡ;  
2) F полно по Дедекинду, то есть каждое сечение F дедекиндово;  
3) F архимедово и лˡбаˢ последовательность вложенных друг в друга отрезков в F имеет не-

пустое пересечение (непрерывна по Кантору);  
4) F архимедово и все фундаментальные последовательности в F – сходˢщиесˢ (полнота по 

Кантору).  
Линейно упорˢдоченное поле F называетсˢ непрер˞вн˞м, если оно обладает одним из ˠкви-

валентных свойств утверждениˢ ʹ.  
 

 
Рис. ͺ. Система R действительных чисел 

 
Совершенно аналогично целым числам определˢетсˢ абсолˡтнаˢ величина действительных 

чисел.  
Дополнительно отметим, что поле R ˢвлˢетсˢ формально вещественным замкнутым полем. 

Поле P называетсˢ формал˟но ве˜ественн˞м, если ˠлемент –ͳ не ˢвлˢетсˢ суммой квадратов своих 
ˠлементов. Формально вещественное поле P называетсˢ формал˟но ве˜ественно замкнут˞м, если 
оно не имеет собственных вещественных алгебраических расширений. Всˢкое формально веще-
ственно замкнутое поле допускает единственное упорˢдочение, превращаˡщее его в линейно упо-
рˢдоченное поле. См. [ͺ, глава XI].  

Утверждение . Все положительные ˠлементы линейно упорˢдоченного полˢ R ˢвлˢˡтсˢ 
квадратами, лˡбой многочлен нечетной степени из R[x] имеет корень в R и каждое линейно упорˢ-
доченное алгебраическое расширение R совпадает с R.  

Существует несколько подходов к построениˡ системы R, исходˢ из системы Q. Укажем три 
главных подхода.  

1. Подход Рихарда Дедекинда: действительные числа определˢˡтсˢ как сечениˢ линейно 
упорˢдоченного множества Q. При ˠтом отождествлˢˡтсˢ сечениˢ Q вида (–f, q]°(q, f) и (–f, q)° 
[q, f) длˢ лˡбого рационального числа q. На множестве всех таких сечений естественным образом 
вводˢтсˢ операции сложениˢ и умножениˢ и отношение порˢдка. Можно проверить, что получен-
наˢ алгебраическаˢ система будет непрерывным линейно упорˢдоченным полем.  

2. Подход Георга Кантора: под действительным числом понимаетсˢ класс ˠквивалентности 
множества К всех фундаментальных последовательностей рациональных чисел. Последовательно-
сти (qn) и (pn) называˡтсˢ ˠквивалентн˞ми, (qn)a(pn), если qn–pnoͲ при nof. Последовательности 
(qn) и (pn) складываˡтсˢ и умножаˡтсˢ почленно: (qn)+(pn)=(qn+pn) и (qn)(pn)=(qnpn). Относительно 
ˠтих операций множество К становитсˢ целостным кольцом, в котором множество М всех сходˢ-
щихсˢ к нулˡ последовательностей будет максимальным идеалом. Фактор-кольцо К/М ˢвлˢетсˢ 
полем, на котором можно задать порˢдок, превращаˡщий К/М в непрерывное линейно упорˢдо-
ченное поле R. Отметим, что К/М и К/a равны как множества, причем, (qn)+М есть класс ˠквива-
лентности последовательности (qn)� К. Заметим также, что R как метрическое пространство с мет-
рикой-расстоˢнием °a–b° между числами a и b ˢвлˢетсˢ полн˞м метрическим пространством (все 
фундаментальные последовательности в R сходˢтсˢ), служащим пополнением своего метрического 
подпространства Q.  

3. Бесконечн˞е десˢтичн˞е дроби. Наконец, можно определить действительные числа как 
бесконечные десˢтичные дроби. При ˠтом бесконечнуˡ смешаннуˡ периодическуˡ дробь следует 
отождествить с соответствуˡщей конечной десˢтичной дробьˡ, например, ͵,ͳͶͳͷ(ͻ){͵,ͳͶͳ. Одна-
ко, проверка свойств арифметических операций над бесконечными десˢтичными дробˢми не-
сколько трудоемка и щепетильна.  

Отметим, что первоначально система действительных чисел была определена Шарлем Мерˠ в 
ͳͺͻ году.  

Сравниваˢ три перечисленных подхода к определениˡ действительного числа, мы при изу-
чении теории действительных чисел отдаем предпочтение подходу Кантора, хотˢ подходы ͳ и ͵ 
более наглˢдны и «осˢзаемы».  
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При подходе Кантора действительное число, определˢемое довольно абстрактно, быстро ста-
новитсˢ ˠлементом числовой алгебраической системы. По ходу изучениˢ повторˢˡтсˢ и использу-
ˡтсˢ такие важные понˢтиˢ математического анализа, как числоваˢ последовательность рацио-
нальных чисел, ее сходимость и фундаментальность, свойства операций над последовательностˢ-
ми. Применˢˡтсˢ алгебраические понˢтиˢ кольца и полˢ, идеала и фактор-кольца. Алгебра и ана-
лиз «работаˡт сообща». Кроме того, подход Кантора продолжает методику построениˢ целых чисел 
как классов ˠквивалентных пар натуральных чисел и построениˢ рациональных чисел как классов 
ˠквивалентных пар целых чисел. Метод пар, развиваˢсь, превращаетсˢ в метод последовательно-
стей. Заметим также, что методом пар (удвоение по размерности) можно определить поле C ком-
плексных чисел над R (Уильˢм Гамильтон) и тело H кватернионов над C (Гамильтон определил 
кватернионы как четверки действительных чисел в ͳͺͶ͵ г.).  

В заклˡчение параграфа рассмотрим числовые функции [�]: RoR и {�}: RoR взˢтиˢ, соответ-
ственно, целой части и дробной части действительного числа. Целой част˟ˡ действительного чис-
ла x называетсˢ наибольшее целое число [x]d x, а его дробной част˟ˡ называетсˢ действительное 
число {x}=x–[x]. Докажем существование целой части лˡбого действительного числа x. Если число 
x – целое, то [x]=x и {x}αͲ. Потому будем считать число x не целым. Предположим сначала, что x! 0. 
В силу архимедовости R найдетсˢ натуральное число n! x. На основании ПНЭ среди таких чисел n 
существует наименьшее число m. Тогда m–1� x� m. Значит, [x]=m–ͳ. Пусть теперь x� Ͳ. Откуда –x! 0. 
По доказанному, m–1� –x� m длˢ подходˢщего натурального числа m. Поˠтому –m� x� 1–m. Получа-
ем [x]= –m.  

Итак, длˢ лˡбого действительного числа x имеем x=[x]+{x}. Ясно, что Ͳd {x}�ͳ. Если x=q+r, где 
q� Z и r� [Ͳ, ͳ), то q=[x] и r={x}. Это означает единственность представлениˢ каждого действитель-
ного числа в виде суммы целого числа и числа из промежутка [Ͳ, ͳ). Следовательно, каждое дей-
ствительное число x принадлежит единственному полусегменту [q, qΪͳ) при q=[x]. И мы получаем 
следуˡщее  

Утверждение ͺ. Числоваˢ прˢмаˢ R есть дизъˡнктное объединение полусегментов [q, qΪͳ) по 
различным целым числам q.  

 

 
Граɮик ɮɭнкɰии  ɭ=[x]  Граɮик ɮɭнкɰии  ɭ={x} 
 

Рис. ͻ. Графики функций целой и дробной части числа 
 

Замечание ͷ. Система R действительных чисел ˢвлˢетсˢ единственной (с точностьˡ до изо-
морфизма) конечномерной алгеброй над R без делителей нулˢ, в которой сумма двух квадратов 
ненулевых ˠлементов отлична от нулˢ. См. обобщеннуˡ теорему Фробениуса [, с. ʹͲ], в которой 
также фигурируˡт конечномерные алгебры над R без делителей нулˢ: поле C комплексных чисел 
(размерность ʹ), тело H кватернионов (размерность Ͷ) и альтернативнаˢ неассоциативнаˢ алгебра 
Кˠли (размерность ͺ).  

Замечание . Система R может быть определена также в рамках топологической алгебры – ˠто 
свˢзное локально компактное поле, не ˢвлˢˡщеесˢ алгебраически замкнутым [ͳͲ, теорема ʹͳ]. 
Напомним формулировку классической теоремы Понтрˢгина (ͳͻ͵ʹ г.): Лˡбое свˢзное локально 
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компактное тело изоморфно топологическому полˡ действительных чисел, топологическому полˡ 
комплексных чисел или топологическому телу кватернионов. Отметим, что среди недискретных 
несвˢзных локально компактных тел встречаˡтсˢ полˢ p-адических чисел по различным простым 
числам p. Полˢ p-адических чисел и кольца целых p-адических чисел играˡт существеннуˡ роль в 
современной теории чисел [ʹ, глава I].  

Замечание . Порˢдковым определениˢм основных числовых систем посвˢщено дополнение 
ʹ.ͺ.Ͷ учебного пособиˢ [Ͷ].  
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