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МОДЕЛЬ РИЧАРДСОНА С УПРАВЛЕНИЕМ  

В ОДНОМ ЧАСТНОМ СЛУЧАЕ 

 

Рассматривается модель гонки вооружений Ричардсона. Вводится в качестве одного 

из коэффициентов модели управление. Модель становится нелинейной управляемой систе-

мой дифференциальных уравнений. С помощью специальной заменой переменных модель 

сводится к более простой системе, для которой строится гамильтониан и применятся прин-

цип максимума Понтрягина для нахождения структуры оптимального управления. Получено, 

что оптимальное управление может принимать только свои граничные значения и иметь не 

более одной точки переключения. Знание этой структуры позволяет получить уравнения 

границы множества достижимости исходной системы. Рассматривается частный случай ра-

венства определенных коэффициентов модели. Система при граничных значениях управле-

ния становится линейной, решение записывается с помощью экспоненциала матрицы систе-

мы. Используется известная формула нахождения экспоненциала матрицы по ее собствен-

ным значениям, которые получаются действительными и различными числами. Точка пере-

ключения оптимального управления принимается за параметр. Получены параметрические 

уравнения верхней и нижней границы множества достижимости. 
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Рассмотрим следующую ситуацию, в которой могут оказаться две враж-

дующие страны. Первая страна («желтые») вооружается, опасаясь потенциаль-

ной угрозы войны с соседней враждебной страной («зеленые»). В свою очередь 

«зеленые», зная о росте затрат на вооружение «желтых», также увеличивает 

расходы на вооружение. Предположим, что каждая страна изменяет скорость 

роста (сокращения) вооружений пропорционально уровню затрат другой. Ма-
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тематически эта ситуация может быть смоделирована следующим образом. 

Пусть  1x t  – расходы на вооружение «желтых» к моменту  20,t x t то же, но 

«зеленых». Тогда простейшая модель гонки вооружений может быть сформу-

лирована в виде системы двух линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами 

1 2

2 1,

x ax

x cx




, 

где a  и c  – положительные константы. Эти уравнения описывают положитель-

ную связь. Это модель гонки вооружений Ланкастера. Она имеет очевидный 

недостаток: рост затрат на вооружение ничем не лимитируется. Естественно 

предположить, что чем больше текущий уровень затрат на оборону, тем мень-

ше скорость его роста (отрицательная связь). Получаем следующую систему 

уравнений: 

1 2 1

2 1 2

x ax bx

x cx dx

 

 
, 

где , , ,a b c d  – положительные константы. Это модель гонки вооружений 

Ричардсона  1 . 

Рассмотрим третий постулат, когда «желтые» имеют возможность управ-

лять ситуацией. Получим следующую управляемую динамическую систему  

  

   

1 2 1

2 1 2

1 10 2 20

0;

0 , 0

x ux bx

x cx dx t T

x x x x

 

  

 

,  (1) 

где , , ,a b c d  – положительные константы, управление 

   0 1 0 1 10 20; ; 0 ; ;u p p p p x x    – начальное состояние системы. 

Поставим задачу нахождения множества достижимости для (1) в момент 

времени T. Множеством достижимости  D T  управляемой системы (1) называ-

ется совокупность концов  x T  для всех траекторий  x   этой системы, начи-

нающихся в момент 0t   из начального состояния. Это фундаментальная ха-
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рактеристика системы. В своей совокупности множества достижимости, по су-

ществу, представляют эквивалентное описание динамики системы, но не в 

дифференциальной записи как дифференциальные уравнения с управлением в 

правой части, а в интегральной форме. Точное знание множества достижимости 

управляемой системы позволяет оценить предельные возможности системы, 

выбрать оптимальной управление. Так, задача минимизации терминального 

функционала на траекториях системы эквивалентна отысканию минимума 

функции на множестве достижимости представляет собой конечномерную экс-

тремальную задачу  2 .  

Сделаем в системе (1) замену переменной  

1 1

2 2

bt

dt

x e

x e












. 

Тогда первое уравнение в (1) примет вид  

1 1 2 1 .bt bt dt bte b e u e b e          

Второе уравнение в (1) примет вид  

2 2 1 2 .dt dt bt dte d e c e d e          

Получим систему 
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2 1
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c e t T
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,  (2) 

где .d b    

Гамильтониан  3 для системы (2) имеет вид  

1 2 2 1 .t tH u e c e       

Поскольку
2 0,   будем иметь оптимальное уравнение 

1,u p если 

1 0,  и 
0,u p  если 

1 0,   т.е. оптимальное управление кусочно-постоянная 

функция.  

Пусть 0.   Для (2) будем иметь следующую сопряженную систему: 
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1 2

2 1

с

u

 

 

 

 
, 

из которой получаем 
1 1.uc   

Рассматриваем сопряженную переменную 
1  только при кусочно-

постоянных управлениях .u  

Лемма. Переменная 
1 имеет не более одного корня. 

Нижняя граница множества достижимости  D T будет получаться, если 

0u p  при *0; ,t t   1u p  при *; .t t T    Момент 
*t  – точка переключения. 

Далее 
*t будет приниматься как параметр  * 0; .t T  

При 
0u p  из (2) имеем линейную систему 

1 0 2

*

2 1 0;

p

c t t

 

 



   

, 

решение  4 которой  
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  (3)  

где A — матрица системы 
00

0

p

с

 
 
 

 с собственными значениями  

1 0 2 0, .p c p c     

Формула для нахождения экспоненциала матрицы A известна  4 . 

   2 1 1 2

1 2

1 2

1
,t t t ttAe e e I e e A    

 
    
 

 

по которой находим для (3) 
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Получаем 
*
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. 

Таким образом, для системы (3) имеем решение  
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.  (4) 

После момента переключения *

1t u p , т.е. из (2) будем иметь линейную 

систему  

1 1 2

2 1 ,

p

c

 

 




 *;t t T    

   * *

1 1 2 2;t t     , 

решение которой получаем аналогично описанному выше способу 
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 (5) 

Уравнения (4), (5) описывают нижнюю границу множества достижимости 

D(T) для (2). 

Верхняя граница множества достижимости D(T) для (2) получается, если 

1u p  при *

00; ,t t u p     при *;t t T   . Уравнения выводятся аналогично. 
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Теорема. Граница множества достижимости D(T) для (1) при b=d опи-

сывается параметрическими уравнениями  
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, 

где параметр  0;t T . При 0, 1i j   описывается нижняя граница D(T), при 

1, 0i j  описывается верхняя граница D(T). 
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