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Аннотация. Статья посвящена теории колец непрерывных функций на топологических пространствах. 

В качестве множества значений функций выбран числовой отрезок  1,1E  с обычной операцией умноже-

ния ·, частичной (не всюду определенной) операцией сложения   и со стандартной топологией. Частичные 
кольца ),( EXС  всех непрерывных E-значных функций на топологических пространствах по своим свой-

ствам схожи с кольцами    RXCXC ,  непрерывных действительнозначных функций на X . 
В статье рассмотрены некоторые свойства частичных колец ),( EXС , показано, что максимальными 

идеалами частичного кольца ),( EXС  являются в точности идеалы xM  по всевозможным точкам x ком-

пакта X , выявлена двойственность категории частичных колец   1,1, XC  и их гомоморфизмов, сохраня-

ющих 1, и категории всех компактов X  с их непрерывными отображениями. 
Тематика, рассмотренная в статье, допускает дальнейшее исследование. 
 
Ключевые слова: частичное полукольцо непрерывных функций, компакт, максимальный идеал, гомо-
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Через  SXC ,  обозначается полукольцо всех непрерывных функций, заданных на произ-

вольном топологическом пространстве X , со значениями в топологическом полукольце S  с 
определенными поточечно операциями над функциями.  

В качестве множества значений функций возьмем числовой отрезок  1,1E  с обычной 
операцией умножения··, частичной (не всюду определенной) операцией сложения   и со стан-
дартной топологией. Получим частичные кольца ),( EXС , которые по своим свойствам схожи с 
кольцами    RXCXC ,  непрерывных действительнозначных функций на топологических про-
странствах X . С классической теорией колец  XC  можно познакомится в работах [1; 4]. О частич-
ных кольцах говорится в [3]. 

Заметим, что в отличие от колец  XC  обратимыми элементами в частичных кольцах 
),( EXС  являются только константы 1 . 

Зададим в частичном кольце ),( EXС  отношение  и отношение ⋮: 
gf      xgxf   для любых Xx ; 

f g  ⟺ найдется такая функция h∈ ),( EXС , что f=gh. 
Предложение 1. Пусть X  – произвольное топологическое пространство, а ,f g  – любые 

функции из ( , )С X E . Тогда 2gf   влечет f g . 

Доказательство. Действительно, пусть    
0, если ( );

( )
/ , если  .
x Z g

h x
f x g x x coz g

  
 

Множество  coz g  является открытым, и на нем функция h непрерывна. Возьмем 0 ( )x Z g . 

Рассмотрим окрестность   :U x X g x     точки 0x  для произвольного фиксированного 

0  . Так как 2gf  , то        /h x f x g x g x     для любого x U . Значит, функция h 
непрерывна и в любой точке из ( )Z g . Получили, что ( , )h С X E  и f gh .  
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Известно, что любому топологическому пространству Z  соответствует компакт X  (то есть 
компактное хаусдорфово пространство), такой, что полукольца  ,C Z S  и  ,C X S  канонически 

изоморфны. Действительно, построим фактор-множество /ZZ  ~ по следующему отношению 
эквивалентности ~:  

x~ y     yfxf   для любой функции  ,f C Z S . 

На Z  зададим наименьшую топологию, относительно которой будут непрерывны все 

функции :f Z S  , где  ,f C Z S  и  xfxf 





 ~

 для всех Zx . Тогда    EZCEZC ,,  . 

Построенное пространство Z  тихоновское (то есть вполне регулярное хаусдорфово). Значит, для 
Z существует стоун-чеховская компактификация XZ  , такая, что 
     EZCEZCEXC ,,,   .  

Далее при изучении частичных колец ),( EXС  мы можем ограничиться компактами X . 
По теореме Вейерштрасса непрерывные на компакте действительнозначные функции огра-

ничены и принимают свои наибольшие и наименьшие значения. Тогда любой функции 
),( EXСf  , не обращающейся в 0 на X , можно сопоставить натуральные числа 

1inf :f i
i

n n f
n

 
    

 
, такие, что 

* 11 ( , )
f

f f С X E
n

   и * 1

f

f f
n

  . 

Предложение 2. Если идеал J  частичного кольца ),( EXС  содержит функцию, не обраща-
ющуюся в 0 на X , то J ( , )С X E .  

Доказательство. Пусть Jf   и 0f  на X . Тогда J
n

f
n

f
ff











 11 1

 и J
n

fn

f

 11
1

. 

Следовательно, J ),( EXС .  

Лемма 1. Если идеал J  частичного кольца ),( EXС  содержит функцию ,g    0g x   в неко-

торой точке x компакта X , то J  содержит неотрицательную функцию  , 0h h x  . 

Доказательство. Обозначим   0g x a  . Поскольку вместе с g  в J  лежит и функция g , 

для которой  g x a  , то можем считать, что 1 0a  . Тогда 1 0g   на некоторой окрестности 

U  точки .x  Так как пространство X  тихоновское, то существует функция  ( , 0,1 )f С X , для ко-

торой   1f x   и  \ 0f X U  . Получаем:   0fg x  ,  0 1fg U  ,  \ 0fg X U   и fg J .   

Рассмотрим идеалы     0:,  хfEXСfMx  частичного полукольца ),( EXС , опре-

деляемые произвольными точками Xx . Как в кольцах  XC  и в полукольцах  C X , так и в ча-
стичных кольцах ( , )С X E  верно следующее утверждение: 

Теорема 1. Максимальными идеалами частичного кольца ),( EXС  являются в точности 

идеалы xM  по всевозможным точкам x компакта X . 

Доказательство. Для произвольной точки Xx  рассмотрим идеал xM  частичного кольца 
),( EXС .  

Пусть найдется такой идеал J  в частичном кольце ( , )С X E , что xM J . Покажем, что 

( , )J С X E . Для функции \ xg J M  обозначим   0g x a  . По лемме 1 можем считать, что 
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0g   и 1 0a  . Тогда 1 0g   на некоторой окрестности U  точки .x  Так как пространство X  

тихоновское, то существует функция  ( , 0,1 )f С X , для которой   0f x   и  \ 1f X U  . Для 

функций 1
1
2

f f  и 1
1
2

g g  получаем: 1 xf M J  , 1g J , 1
10
2

f  , 1
10
2

g  , 

 1
1\
2

f X U  ,  1
10
2

g U  . Получаем    1 10 1f g U   ,   1 1
1 \ 1
2

f g X U    и 

1 1f g J  . По предложению 2 ( , )J С X E . 

Покажем, что любой собственный идеал J  содержится в xM  для некоторой точки Xx . 

Пусть это не так. Тогда для любой точки Xx  найдется функция xf J ,   0xf x  . По лемме 1 

можем считать функцию xf J  неотрицательной. Получаем, что   0xf x   на некоторой окрест-

ности xU точки x. Из открытого покрытия xU , Xx , компакта X  выберем конечное подпокрытие 

1x
U , 

2x
U , …, 

kx
U . Получаем, что  1 2

1 ...
kx x xf f f f J

k
     , причем 0f   на X . Значит, 

( , )J С X E , противоречие. Значит, xJ M .  

Итак, xM  исчерпывают все максимальные идеалы частичного кольца ),( EXС .  
Получаем, что единственным собственным идеалом частичного кольца  1,1  будет нулевой 

идеал. 
Каждому идеалу J  частичного кольца ),( EXС  соответствует идеальная конгруэнция   :J  

  JgfgJf   для любых ),(, EXСgf  . 
Обратно, любой конгруэнции   на ),( EXС  соответствует идеал  

      },,,:,{ gfEXCgfIXCgfJ   . 
Предложение 3. В ),( EXС  все конгруэнции являются идеальными. Для любой конгруэнции 

  имеем   J   .  
Доказательство. Зафиксируем произвольную конгруэнцию   на ),( EXС . Включение 

  J    очевидно. Покажем, что   J   . Пусть для функций  EXCgf ,,   выпол-

няется   f J g  . Тогда  Jgf   и ,qhgf    EXCqh ,,  , qh . Получаем, что 

ghqf   и 





 








 


3333
qghhqf  . Значит, gfgggfff  

333333
.  

Для произвольного отображения XY :  рассмотрим отображение  : 

   EYCEXC ,,  , такое, что    ff   – композиция отображений   и f  для любой 
функции  EXCf , : 

     yfyf    для любых  EXCf ,  и Yy . 
Предложение 4. Любой гомоморфизм    EYCEXC ,,:   частичных колец, сохраняющий 

1 (  1 1  ), имеет вид   для некоторого единственного непрерывного отображения XY : . 

Если   – изоморфизм, то   будет гомеоморфизмом.  

Доказательство. Пусть дан гомоморфизм    EYCEXC ,,:  ,  1 1  . Для произволь-

ной неотрицательной функции  ,f C X E  имеем       0 fff  . Обратно, если   – 

изоморфизм, то для произвольной неотрицательной функции  ,g C Y E , g g g , найдется 

такая функция  ,h C X E , что  h g   и      2 0h h h g     . 
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Рассмотрим гомоморфизм частичных полуколец    | : ,[0,1] ,[0,1]I C X C Y  , такой, что 

   ffI  |  для произвольной функции ( , [0,1])f С X . Если   – изоморфизм, то и I|  – 
изоморфизм. В [2, предложение 23] показано, что любой такой гомоморфизм  ,   ,11   имеет 

вид   для некоторого единственного непрерывного отображения XY : . Если   – изомор-
физм, то   будет гомеоморфизмом.  

Получаем, что      yfyfI  |  для любых   , 0,1f C X , Yy . В частности, 

      сyсyс I  |  для любой неотрицательной константы  EXСс , . Тогда для любой 

функции  EXCg ,  получаем     





  ygg

2
1

22
1

2
1 

       
2
1

22
1

22
1

2
| 






 






 

ygygyg
I

 . Значит,      ygyg    и   .   

Отображение   EEXCx ,: , такое, что    xffx   для любой функции  EXCf , , 
называется вычислением в точке Хx . Получаем, что для  yY  ,   EEXC ,:  является вы-
числением в точке Xy  . 

Обозначим через K  категорию всех компактов X  и их непрерывных отображений  , а че-
рез C  – категорию всех частичных колец ),( EXС  и их гомоморфизмов  , сохраняющих единицу. 

Для любых непрерывных отображений YZ :  и XY :  имеем, что     . Поэто-

му соответствие F , такое, что    EXCXF ,  и    F  для любых компактов X  и непрерыв-

ных отображений XY : , является контравариантным функтором из категории K  в катего-
рию C . По предложению 3 функтор F  устанавливает антиэквивалентность между категориями 
K  и C ; говорят также, что эти категории двойственны друг другу. 

Теорема 2. Категория частичных колец   1,1, XC  и их гомоморфизмов, сохраняющих 1, 
двойственна категории всех компактов X  и их непрерывных отображений. 
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Abstract. The article is devoted to the theory of rings of continuous functions on topological spaces. As a set of 

function values, a numerical segment  1,1E with the usual multiplication operation, a partial (not everywhere 
defined) addition operation and a standard topology is chosen. Partial rings ),( EXС of all continuous E-valued func-
tions on topological spaces are similar in their properties to rings    RXCXC , of continuous real valued func-

tions on X . 
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In the article, we consider some properties of partial rings ),( EXС , it is shown that the maximal ideals of a 

partial ring ),( EXС  are exactly ideals xM  over all possible points x of the compact X , the duality of the category 

of partial rings   1,1, XC and their homomorphisms preserving 1, and the category of all compacts X with their 
continuous maps is revealed. 

The subject considered in the article allows further research.  
 
Keywords: partial semiring of continuous functions, compact, maximal ideal, homomorphism. 
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