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Аннотация. В настоящее время четырехточечная схема электрических измерений имеет широкий 

спектр применений, включая характеризацию металлических и полупроводниковых наноструктур. Для ха-
рактеризации электрических свойств пленок принято использовать метод Ван Дер Пау. В работе предложена 
альтернатива этому методу для измерения поверхностной проводимости образцов в форме тонких круговых 
дисков. В основу нового метода положено новое точное решение задачи о распределении потенциала в таком 
образце. 
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Введение 
В связи с миниатюризацией элементов электронных схем в современной микроэлектронике 

остро встает проблема определения их свойств с необходимой точностью. Электрические свойства 
микро- и наноструктур, такие как вольт-амперная характеристика, поведение сопротивления в 
магнитном поле, коэффициент Холла, в настоящее время в основном измеряются по четырехточеч-
ной схеме. В отличие от классических двухконтактных измерений, этот метод устраняет паразит-
ные сопротивления подводящих проводов, а также сопротивления контактов, и, тем самым, позво-
ляет измерять сопротивления с высокой точностью. Первоначально предложенная Винером для 
применения в геофизике [10], сегодня четырехточечная схема измерений имеет широкий спектр 
применений, включая характеризацию металлических и полупроводниковых наноструктур. 

Однако при измерениях тонких эффектов, в частности при низких температурах при изуче-
нии сверхпроводимости, для того чтобы подводящие провода не влияли на результаты измерений, 
становясь, в частности, источниками тепловых шумов, приходящих в камеру наблюдения извне, 
приходится принимать дополнительные меры – вводить фильтры, эмиттерные повторители и т. д.  

Таким образом, в современной микроэлектронике происходит постоянное совершенствование 
экспериментальных методов. К числу первых методов такого сорта относится метод Ван-дер-Пау [9]. 
Суть этого метода состоит в том, что берется плоский образец произвольной формы с четырьмя кон-
тактами по периферии. По двум из них пропускается заданный ток (токовые контакты), а между дву-
мя другими измеряется разность потенциалов (потенциальные контакты). Из измерений вычисляет-
ся сопротивление путем деления разности потенциалов на ток. Затем один из токовых контактов 
становится потенциальным, а один из потенциальных – токовым, и снова измеряется разность по-
тенциалов и вычисляется сопротивление. Как показал Ван дер Пау, из этих измерений можно опреде-
лить поверхностную проводимость плоского образца, зная его толщину. 

Переход на суб-10 нм технологии диктует свои требования. В частности, надо уметь работать 
не только с полупроводниками, где с успехом применяется метод Ван дер Пау, но и с металлами [8], 
где он может быть недостаточно точен. Что касается экспериментальной методики измерений по-
верхностной проводимости, то для наноструктур можно либо сделать четыре контакта литографи-
ческим методом, либо использовать монолитные четырехточечные зонды или многозондовый ска-
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нирующий туннельный микроскоп [7]. Также интерес представляет исследование систем стер-
жень-пленка. В таких системах, как было показано в работах [1], ток высокой плотности, инжекти-
руемый через микроконтакт из стержня в пленку, вызывает генерацию терагерцового излучения за 
счет спиновой инжекции. Интерес представляют распределения электрического и магнитного поля 
в такой системе. 

В данной работе предложена альтернатива методу Ван Дер Пау для измерения поверхностной 
проводимости образцов в форме тонких дисков. В основу нового метода положено новое точное 
решение задачи о распределении потенциала в таком образце. 

Работа имеет следующую структуру: в части 1 представлено построение нового решения 
уравнения Лапласа в общем виде. В части 2 это решение адаптировано к граничным условиям, со-
ответствующим предложенной новой экспериментальной методике. Часть 3 посвящена описанию 
способа определения поверхностной проводимости такого образца на основе одновременного ис-
пользования зондовой микроскопии и полученного точного решения для потенциала образца. В 
Заключении суммированы полученные результаты. 

 
1. Точное решение уравнения Лапласа для тонкого кругового диска 

с симметрично расположенными контактами 
 
Рассмотрим проводящий образец в виде кругового диска, радиус которого a  существенно 

превышает его толщину d : da  . Далее, пусть 0I  – постоянный ток, втекающий в центр диска 

0O  с декартовыми координатами )0,0( , а kI  – токи, вытекающие с диска в N  различных точках 

kO  на его краях двумерными радиус-векторами )sin,cos( kkk aar  


 ( Nk ,1 ).  

Поверхностная плотность электрического тока j


 на диске связана с напряженностью элек-

трического поля E


 на нем законом Ома [4]: 
Ej


  ,       (1) 

где   – постоянная поверхностная проводимость материала диска.  
Как известно, в этом случае поверхностная плотность тока j


 подчиняется уравнению непре-

рывности [4]: 
0jdiv


,       (2) 

а напряженность электрического поля E


 выражается через потенциал )(r : E


. 

Из уравнений (1) и (2) следует, что в каждой точке ),( yxr   открытой области 
222: ayx   потенциал )(r  подчиняется уравнению Лапласа:  

0 .       (3) 

Уравнение (3) необходимо дополнить условием на границе   222 ayx   области  : 

0



n


,       (4) 

где n  – вектор внешней нормали к  , следующим из условия обращения в нуль нормаль-
ной компоненты плотности тока на границе проводника с непроводящей средой [4]. Разумеется, в 
этом условии должны быть исключены из рассмотрения точки 1O , …, NO , в которых ток вытекает 

из образца. Но совокупность этих точек истечения токов является множеством меры нуль на   и 
поэтому может не приниматься во внимание. 

Таким образом, потенциал на диске является решением двумерной задачи Неймана [2] (3)–
(4). Для его определения выделим сначала в нем логарифмические особенности:  

)()()( rrr s
   .     (5) 

Здесь )(r  – решение задачи Неймана (3)–(4) в области  , не имеющее в ней особенностей, а 





N

k
ks rrr

1
0 )()()(   ,      (6) 
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где  

a
rIr ||ln

2
)( 0

0










        (7) 

и 

a
rrIr kk

k
||ln)(


 







 .      (8) 

Функция (7) в области 0\O  удовлетворяет уравнению (3), а также выражающему закон со-

хранения заряда условию rdI 
  00  , в котором интегрирование производится по беско-

нечно малой окружности с центром в точке 0O . Аналогично функции (8) удовлетворяют уравнению 

Лапласа и условиям   rdI kk
 , в которых, однако, интегрирование производится по 

бесконечно малым полуокружностям с центрами в точках kO  (эти токи вытекают с диска). 
Наконец, интегрируя уравнение (2) по замкнутой трехмерной области, охватывающей рас-

сматриваемый нами диск, получим, что: 





N

k
kII

1
0 .        (9) 

Далее, для определения функции )(r  перейдем к полярным координатам на плоскости 

),( yx :  sincos  ryrx . Уравнение Лапласа для функции )(r  в этих координатах 
имеет вид [4, 2]: 

011
2

2

2 






















rr
r

rr
.     (10) 

Общее решение уравнения (10), не имеющее особенностей в области  , хорошо известно [2]: 

)]sin()cos([),(
1

 




mBmArr mm
m

m ,   (11) 

где mA  и mB  – постоянные коэффициенты. Для их нахождения воспользуемся условием (4). 
Перепишем формулу (6) в полярных координатах: 













N

k

kk
s a

raarI
a
rIr

1
2

22
0 )cos(2ln

2
ln

2
),( 


 .   (12)  

Приняв во внимание равенство (9), легко видеть, что 0),(





ar

s

r
r 

, значит, вследствие 

условия (4) 0),(





arr
r 

 почти всюду. С другой стороны, дифференцируя ряд (11) по r  

почленно, получим: 

0)]sin()cos([),(
1

1 


 








 mBmAam
r
r

mm
m

m

ar

  (13) 

почти всюду, т. е. из формулы (13) следует [2, 3], что 0mA  и 0mB  при всех натураль-
ных m . 

Таким образом, в области   функция 0),(  r . В силу формулы (5) это означает, что по-

тенциал рассматриваемой системы в области   совпадает с функцией (12): 
),(),(  rr s .      (14) 

Используя известное разложение в ряд Фурье [3]: 
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)cos()1(2)cos21ln(
1

12 


  




 m
mm

m
m , 1||  ,   (15) 

получим для потенциала (14) следующее представление: 

















1

0 )]sin()cos([ln
2

),(
m

mm

m

mbma
a
r

a
rIr 


 ,  (16)  

где 






N

k
kkm mI

m
a

1
)cos(1 


 и 







N

k
kkm mI

m
b

1
)sin(1 


. 

В решении (16) остались неопределенными постоянные исходящие токи 1I , …, NI , связан-

ные с входящим в диск током 0I  соотношением (9). Их можно просто измерить экспериментально, 
и тогда распределение потенциала по поверхности диска становится окончательно известным. 

 
2. Точные решения для потенциала при выходных контактах  

в вершинах правильного N-угольника, вписанного в круг 
 

Полностью определенное выражение для потенциала диска можно получить, если выбрать 
точки стока 1O , …, NO  в вершинах правильного N  угольника, т. е. положив в формуле (12) 

N
k

k
)1(2 




  ( Nk ,1 ). Тогда из соображений симметрии все токи, вытекающие с диска, бу-

дут одинаковы по величине и равны 
N
IIk 0 . Таким образом, в этом случае потенциал диска есть: 
















 








N

k
N N

k
a
r

a
r

N
I

a
rIr

1
2

2
00 )1(2cos21ln

2
ln

2
),( 




 .(17)  

Для 1N  (один контакт на краю диска) 01  , 01 II  , и распределение потенциала на 
проводящем диске согласно формуле (17) дается выражением: 

ra
ararIr











 cos2ln

2
),(

22
0

1 .    (18) 

Для 2N  (два диаметрально противоположных контакта на краях диска) 01  ,  2 , 

2021 III  , и распределение потенциала равно: 

22

222222
0

2
sin4)(ln

4
),(

ra
raarIr











 .   (19) 

Для 3N  (три контакта в вершинах вписанного в   равностороннего треугольника) 
01  , 322   , 343   , 30321 IIII  , и потенциал есть: 

























2

22

2

22

2

22
00

3

)32cos(2ln)32cos(2ln

cos2ln
6

ln
2

),(

a
raar

a
raar

a
raarI

a
rIr







.  (20)  

Для 4N  (четыре контакта в вершинах квадрата, вписанного в  ) 01  , 22   , 

 3 , 234   , 404321 IIIII  , и потенциал равен:  
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44

222222222222
0

4
]cos4)[(]sin4)[(ln

8
),(

ra
raarraarIr











 . (21)  

Линии уровня функций (18)–(21) приведены на рисунке. 
 

 
Эквипотенциальные линии, полученные в результате решения уравнения Лапласа  

для кругового диска: а) ток проходит через центральный контакт и один контакт на краю;  
б) ток растекается из центрального контакта к двум контактам по противоположным краям;  

в) когда ток растекается из центрального контакта к трем симметричным контактам по краям;  
г) ток растекается из центрального контакта к четырем симметричным контактам по краям 

 
3. Измерение поверхностной проводимости при помощи зондовой микроскопии 

 
Как уже было сказано во Введении, для нахождения распределения потенциала в плоском об-

разце можно использовать сканирующую туннельную микроскопию, в частности многозондовую 
[7]. Ставя один из туннельных зондов в центр образца и пропуская через него ток, при этом уста-
навливая один или несколько других зондов по краям в качестве стоков и измеряя напряжение в 
любой точке еще одним зондом, можно проверять, насколько реальное распределение потенциала 
отличается от теоретически предсказанного. Таким образом можно судить о степени дефектности 
данного образца. Однако, несмотря на свою привлекательность, этот метод довольно трудно реа-
лизуем. Проще в реализации метод на основе сканирующей зондовой микроскопии, в режиме рабо-
ты Кельвин [5]. К образцу по краям крепятся два токовых контакта, и распределение потенциала 

(в) 
(г) 

(а) (б) 
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измеряется одним зондом в Кельвин-моде. Этот метод прост тем, что не требует наличия несколь-
ких зондов, которые каждый по отдельности нужно подводить к образцу и получать хороший кон-
такт. Конфигурации со стержнем в качестве токового контакта по центру круга представляют ин-
терес в плане получения терагерцового излучения методом спиновой инжекции [1]. Совместив та-
кую конструкцию со сканирующим зондовым микроскопом, можно исследовать не только распре-
деление потенциала в Кельвин-моде, но также и магнитное строение ферромагнитного диска ме-
тодом магнитно-силовой микроскопии [5]. 

Комбинирование результатов измерений электрического потенциала с помощью зондовой мик-
роскопии на образцах рассмотренного типа и точных решений для потенциала на них дает возмож-
ность экспериментального определения поверхностной проводимости материала таких образцов. 

Для этого введем на области   равномерную сетку в цилиндрических координатах: 

1



I
iari , Ii ,1  и 

J
j

j






2

, Jj ,1  [10] и выберем для сеточных функций следующую 

норму [10]: 


 


I

i

J

j
ijff

1 1

2|||| .       (22) 

Измерение потенциала на образце дает сеточную функцию exp
ij . 

С другой стороны, каждое из выражений (18)-(21) имеет функциональную структуру вида: 

),(1),( 


 rr  , следовательно, вычислив на сетке значения функции ),( r : 

),( jiij r   и минимизировав значение нормы (22) для сеточной функции 



1exp , по-

лучим для поверхностного сопротивления образца, обратного его поверхностной проводимости, 
оценку: 


 





I

i

J

j
ijij

1 1

exp
2||||

11 


.     (23) 

 
Заключение 

В представленной работе получены точные решения для уравнения Лапласа в круге, соответ-
ствующие электрическому току, входящему в центр круга и истекающего с него по системе контак-
тов, расположенных в вершинах правильного N-угольника, вписанного в границу круга. Эти явные 
решения благодаря их простой форме в сочетании с методами зондовой микроскопии положены в 
основу серии новых методов измерения поверхностной проводимости тонких круговых образцов, 
альтернативных методу Ван-дер-Пау.  
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Abstract. At present, the four-point electrical measurement scheme has a wide range of applications, including 
the characterization of metallic and semiconductor nanostructures. To characterize the electrical properties of films, it 
is customary to use the Van Der Pauw method. The paper proposes an alternative to this method for measuring the 
surface conductivity of samples in the form of circular disks. The basis of the new method is the new exact solution of 
the problem of the distribution of potential in such a sample. 
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