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Аннотация. Статья имеет практический характер. Обсуждается опыт организации самостоятельной 

работы будущих педагогов при повторении материала школьного предмета «Геометрия». Целью повторения 
материала школьной планиметрии является как воспроизведение изученного материала для его дальнейше-
го использования, так и его новая организация в форме опорных задач. Содержание повторения составляют 
основные планиметрические теоремы, свойства некоторых понятий, известные приемы решения задач. Ос-
новной метод повторения ранее изученного – самостоятельное решение предложенных математических за-
дач и обсуждение результатов решения в малых группах. Представлены примеры учебных заданий для само-
стоятельной познавательной деятельности студентов. 
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Концепция модернизации российского образования требует усиления роли деятельностного 

подхода к обучению и оптимального использования его возможностей в практике вузовского обу-
чения. Поэтому актуальными являются вопросы совершенствования самостоятельной учебной де-
ятельности студентов. 

Самостоятельная работа имеет решающее значение при организации различных видов по-
вторения. В рамках изучения учебной дисциплины «Элементарная геометрия», которая играет 
важную роль в формировании профессионально-предметных знаний будущих педагогов и напря-
мую связана со школьным предметом «Геометрия», целесообразна организация повторения мате-
риала школьной планиметрии.  

За основу примем методическую систему обогащающего повторения [1], для которого харак-
терно не только повторение с последующим применением изученного, но и интеллектуальное раз-
витие, обогащение памяти, расширение кругозора учащихся. 

Для этого вся учебная группа делится на несколько рабочих групп. Каждой группе выдается 
определенный набор задач, в который включается опорная задача и задачи, элементом решения 
которых является опорная задача. Кроме того, группе предлагается контрольная задача. После об-
суждения группа должна представить для всех студентов вместе с опорной задачей решение кон-
трольной задачи. Контроль результатов повторения осуществляется в форме самоконтроля, взаи-
моконтроля участников одной рабочей группы и внешнего контроля преподавателем.  

Таким образом, в основе повторения теоретического и практического материала по геомет-
рии лежат опорные задачи. Данный подход имеет для студентов определенную новизну в актуали-
зации математических знаний, эти задачи являются своеобразными ориентирами для решения 
других задач, у студентов накапливается определенный набор опорных задач, на основе которых 
можно выстраивать серии взаимосвязанных задач, тем самым создавая определенный методиче-
ский багаж для будущей педагогической деятельности. 

В статье приведены такие опорные задачи, содержание которых составляют следующие гео-
метрические факты и приемы решения: равенство отрезков касательных, проведенных к окружно-
сти, описанный четырехугольник; взаимное расположение окружностей; свойства выпуклого че-
тырехугольника; медианы и площадь, метод площадей; переход к другой фигуре. 

Подбор задач осуществлялся исходя из трех уровней усвоения материала: первый состоит в 
осознании информации, ее обосновании и запоминании; второй представляет усвоение способов 
применения знаний по образцу, включая легко опознаваемые вариации этого образца, применение 
знаний в знакомой ситуации; третий заключается в готовности обучающегося творчески приме-
нить усвоенную информацию в новой ситуации [3]. 

Приведем примеры серий таких задач. 
В задачах 1–5 основным фактом является равенство отрезков касательных. Для некоторых 

задач приведено решение. 
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Задача 1. К окружности проведены две касательные, проходящие через точку, лежащую вне 
окружности (рис. 1). Доказать, что АВ = АС и угол ВАО равен углу САО (АО – биссектриса угла), где В и 
С точки касания, а О – центр окружности. 

 

 
Рис. 1     Рис. 2     Рис. 3 

 
Задача 2. Добавим к окружности третью касательную (рис. 2), пересекающую касательные 

АВ и СА в точках М и Р и проходящую через точку D, принадлежащую дуге ВnC окружности. Доказать, 
что периметр треугольника МАР и величина угла МОР не зависят от выбора точки D.  

Задача 3. В треугольник АВС со сторонами а, в, с вписана окружность (рис. 3). Выразить рас-
стояние от вершины А треугольника до точек М и Р касания сторон, выходящих из этой вершины, с 
окружностью. 

Решение. Пусть длина отрезка АМ равна х. Выражая последовательно отрезки МВ, ВК, КС, СР и 
РА через стороны треугольника и длину х отрезка АМ, получим, что .хсавАР   Поскольку 
АМ = АР, то приравнивая полученные выражения для длин отрезков АМ и АР, выразим 

.
2

асвх 
  Аналогичные выражения можно получить для длин других отрезков. 

Естественным продолжением рассмотренных задач являются задачи, связанные со свойства-
ми описанного четырехугольника, однако при ограниченном времени эти задачи можно исключить 
из данной серии задач.  

Задача 4. Если четырехугольник АВСD описан около окружности, то равны суммы длин его 
противоположных сторон, а центром окружности является точка пересечения биссектрис его уг-
лов. Доказать. 

Задача 5. Около круга описана равнобочная трапеция, периметр которой равен 80, а острый 
угол 30º. Найти площадь трапеции и доказать, что боковые стороны трапеции видны из центра 
вписанной окружности под прямым углом. 

Контрольная задача. В треугольнике АВС АВ=9, ВС=5, АС=8. Точка D лежит на стороне ВС 
так, что 7:3: DCBD . Окружности, вписанные в каждый из треугольников АСD и АВD, касаются 
стороны АD в точках E и F. Найдите длину отрезка EF. 

Для следующей серии задач 6–7 опорной является геометрическая конфигурация задачи 6 и 
свойства этой конфигурации. 

Задача 6. Две окружности радиусов R и r касаются внешним образом в точке А (рис. 4). ВС – их 
общая касательная. Доказать, что угол ВАС прямой и RrВС 2 .  

 

 
Рис. 4 

 
Решение. Данная конфигурация имеет много полезных с точки зрения решения задач свойств. От-
метим, прежде всего, что точки О1, А и О2 лежат на одной прямой. Радиусы О1В и О2С параллельны, т. 
к. перпендикулярны общей касательной ВС. Докажем, что угол ВАС прямой. Пусть  АВО1 , то-
гда  1802САО . По свойству равнобедренных треугольников АО1В и АО2С 
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2
901


 АВО , 

22


 АСО  , а сумма углов равна 90 . Эта сумма вместе с ВАС составляет 

развернутый угол, следовательно  90ВАС . Для вычисления ВС выполним дополнительное 
построение. Через центр 2О  окружности с меньшим  радиусомr проведем .||2 BCКО  Получим пря-
моугольный треугольник КОО 21 , в котором .,, 2121 BCKOrRKOrRОО  По теореме 

Пифагора выразим 2КО . Получим RrКО 22  , и значит RrВС 2 . 
Задача 7. Найдите длину отрезка общей касательной к двум окружностям, заключенного 

между точками касания, если радиусы окружностей равны 31 и 17, а расстояние между центрами 
окружностей равно 50. 

Замечание. В задаче 7 кроме внешней общей касательной существует общая внутренняя ка-
сательная. 

Контрольная задача. Две окружности касаются внешним образом в точке К. Прямая касается 
первой окружности в точке А, а второй – в точке В. Прямая ВК пересекает первую окружность в точ-
ке D, прямая АК пересекает вторую окружность в точке С. Докажите, что прямые AD и BC параллель-
ны. Найдите площадь треугольника DKC, если известно, что радиусы окружностей равны 4 и 25. 

Для задач 8–9 опорной является задача 8. 
Задача 8. Пусть М, N, Р и Q – середины сторон выпуклого четырехугольника АВСD (рис. 5). То-

гда МNРQ параллелограмм и площадь четырехугольника АВСD равна удвоенной площади параллело-
грамма МNРQ. 

Решение. МN – средняя линия треугольника АВС. Значит ACМN
2
1

 и .|| ACМN  Аналогич-

но ACPQ
2
1

  и .|| ACPQ  Получили PQMN  и .|| PQMN  Следовательно, МNРQ – параллело-

грамм. Стороны MQ и NP параллелограмма параллельны диагонали BD. В силу параллельности полу-
чаем равенство углов QMN и DOC, где О – точка пересечения диагоналей данного четырехугольника. 
Используя связь между сторонами параллелограмма и диагоналями данного четырехугольника, не-
сложно установить связь между площадями данных фигур. Вспомните соответствующие формулы. 

 

 
Рис. 5     Рис. 6 

 
Задача 9. При каких свойствах диагоналей данного выпуклого четырехугольника АВСD парал-

лелограмм МNРQ будет ромбом, прямоугольником, квадратом (рис. 5)? 
Контрольная задача. В выпуклом четырехугольнике АВСD диагонали перпендикулярны, а дли-

на отрезка, соединяющего середины сторон АВ и СD, равна 1. Найти длину отрезка, соединяющего 
середины сторон ВС и АD. 

Дополним рассмотренные серии задач тремя опорными задачами (задачи 10–12), каждая из 
них позволяет в дальнейшем в нестандартных ситуациях видеть уже известные нам конструкции. 

Задача 10 (медианы и площадь). Исследовать, как площади треугольников, на которые меди-
аны разбивают данный треугольник, связаны с площадью данного треугольника.  

Решение. В задаче необходимо исследовать площади треугольников трех типов. Если АМ, ВN и 
СК медианы треугольника АВС (рис. 6), то а) равны площади треугольников АВN и СВN (общая вы-
сота, проведенная из вершины В, и равные основания). Аналогично б) равны площади треугольни-
ков АОN и СОN. Кроме того, в) COBCONCBNAONABNАВО SSSSSS  . Итак, каждая медиана раз-
бивает треугольник на два равновеликих треугольника, все медианы разбивают треугольник на 

шесть равновеликих треугольников и ABCCAOВСОАВО SSSS
3
1

 .  
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Задача 11 (переход к другой фигуре). Медианы треугольника равны 3, 4 и 5. Найти площадь 
треугольника. 

 

 
Рис. 7 

 
Решение. Пусть М – точка пересечения медиан данного треугольника (рис. 7). BMCABC SS 3

(задача 10). Для нахождения площади треугольника ВМС достроим его до параллелограмма ВМСD. 
Продолжение медианы АМ содержит диагональ МD параллелограмма. BMDBMC SS  , т. к. каждая из 
указанных площадей равна половине площади параллелограмма ВМСD. Площадь треугольника 
ВМD вычисляем по формуле Герона, т. к. известны его стороны как части соответствующих медиан. 

Тогда 8
3
8333  BMDBMCABC SSS .  

Задача 12 (метод площадей). Площадь треугольника АВС равна 16. АМ и ВР – медианы, 
4,6  ВРАМ . Доказать, что угол АОВ прямой, где О точка пересечения медиан. 

В целом такая форма организации самостоятельной работы способствует повышению ее эф-
фективности, обеспечивает развитие профессионально значимых качеств личности. При этом заня-
тие проходит динамично, вызывает интерес и желание у студентов к умственной деятельности, 
способствуют более прочному закреплению знаний. 

 
Список литературы 

1. Зильберберг Н. И. Урок математики: Подготовка и проведение : кн. для учителя. М. : Просвещение : 
АО «Учеб. лит.», 1995. 178 с. 

2. Малых А. Е. Опорные планиметрические задачи. Треугольники и многоугольники : учеб. пособие. 
Пермь : Перм. гос. пед. ун-т, 2010. 100 с.  

3. Саранцев Г. И. Общая методика преподавания математики : учеб. пособие для студентов мат. спец. 
пед. вузов и ун-тов. Саранск : Тип. «Красный Окт.», 1999. 208 с. 

4. Шебанова Л. П. Повышение качества подготовки учителя математики в педвузе на основе системы 
обогащающего повторения элементарной математики и методики обучения математике : автореф. дис. … 
канд. пед. наук. Омск : ОмГПУ, 2004. 22 с. 

 
 

Organization of independent work of students-teachers 
during the study of the discipline «Elementary geometry» 

 
L. V. Timshina 

senior lecturer, Department of fundamental mathematics, Vyatka State University. Russia, Kirov.  
ORCID: 0000-0003-3279-8259. E-mail: larisatimshina@rambler.ru 

 
Abstract. The article is of practical nature. The experience of the organization of independent work of future 

teachers in the repetition of the material of the school subject "Geometry" is discussed. The purpose of repetition of the 
school planimetry material is both reproduction of the studied material for its further use and its new organization in 
the form of supporting tasks. The content of the repetition are the key planimetric theorem, properties of some no-
tions, well-known techniques for solving problems. The main method of repetition of the previously studied is an in-
dependent solution of the proposed mathematical problems and discussion of the results of the solution in small 
groups. Examples of educational tasks for independent cognitive activity of students are presented. 
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