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Аннотация. Статья посвящена одному из разделов математического анализа – интегральному исчис-
лению функции одной и нескольких переменных. В статье проанализированы два подхода к введению поня-
тия определенного интеграла. Приведены некоторые достоинства и недостатки каждого способа введения. 
Предложен один из возможных способов обобщения определенного интеграла до криволинейных и поверх-
ностных интегралов, а также кратных интегралов. Показана связь криволинейных, поверхностных и кратных 
интегралов с определенным интегралом, а также физический и механический смыслы различных видов инте-
грала. Приведено несколько примеров вычисления различных видов интегралов. В статье также названы ос-
новные ошибки и затруднения, возникающие при вычислении интегралов у студентов, и предложены неко-
торые способы их предотвращения.  
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Тема интегральное исчисление функции включает в себя несколько разделов: первообразная, 

неопределенный интеграл, определенный интеграл, кратные интегралы, криволинейные и по-
верхностные интегралы и различные их приложения. В полном объеме данная тема изучается на 
инженерных направлениях, для гуманитарных направлений – до кратных интегралов.  

До введения определенного интеграла в изложении теории первообразной и неопределенно-
го интеграла в учебниках и учебных пособиях по математике для вузов различия отсутствуют.  

Однако понятие определенного интеграла и соответственно теоремы Ньютона – Лейбница 
можно ввести по-разному. Существует два подхода к введению понятия: один из них основан на по-
нятии интегральной суммы и принят в большинстве учебников [1; 2; 4], второй – на формуле Нью-
тона – Лейбница [3]. Приведем эти определения и теоремы. 

Определенным интегралом функции 
)(xfy   на [a; b] называется 
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
, если этот предел суще-

ствует и не зависит от способа разбиения 
отрезка [a; b] и выбора точек k  [1]. 

Определенным интегралом функции 
)(xfy   на [a; b] называется соответствую-

щее приращение ее первообразной, т. е. 

 
b
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Теорема Ньютона-Лейбница 
Если функция )(xfy   непрерывна 

на сегменте [a; b] и )(xF  – первообразная 
функции на этом отрезке, то 

 
b

a
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Производная площади переменной кри-
волинейной трапеции для любого значения 
аргумента X=x равна ее концевой ординате 

)(xfy   

Определение, приведенное авторами учебника [3], позволяет сразу вычислять определенный 
интеграл, используя его связь с неопределенным интегралом. Кроме этого из понятия приращения, 
изучаемого в разделе дифференциального исчисления, становится ясно, что это число, а не функ-
ция. Поэтому в таком подходе обучающиеся меньше видят сложностей при нахождении интеграла. 
Но при этом возникает ряд сложностей: какую из первообразных взять, как понять, в чем заключа-
ются геометрический и механический смыслы интеграла… Поэтому авторам учебника приходится 
доказывать ряд теорем, например теорему о независимости определенного интеграла от выбора 
первообразной функции.  

Если изучение интегрального исчисления заканчивается изучением определенного интегра-
ла, то предложенный Б. П. Демидовичем, В. А. Кудрявцевым подход можно использовать, например, 
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в курсе математики для некоторых гуманитарных направлений – психологии, социологии и неко-
торых других.  

Для направлений, особенно инженерных, где интегралы вычисляют не только в курсе мате-
матики, но и в других дисциплинах, например физике, такой подход лучше не применять, посколь-
ку при введении других видов интегралов приходится вводить интегральные суммы. 

Напомним, как вводится понятие определенного интеграла непрерывной функции 
)(xfy   на основе интегральных сумм.  

В задачах на нахождение работы переменной силы или о площади криволинейной трапеции 
промежуток, на котором определена функция, сначала делится на несколько частей, затем на каж-
дом таком отрезке выбирается точка, в которой вычисляется значение функции, и составляется 
сумма произведений функции на величину частичного сегмента. Используя предельный переход 
при стремлении самого большого частичного сегмента к нулю, получаем определенный интеграл. 
Достоинства такого подхода в его универсальности для любых промежутков и областей. 

Обычно при изучении других видов интегралов связь с определенным интегралом появляет-
ся позже, при их вычислении. Можно показать ее раньше, например, следующим образом. 

Представим, что теперь интеграл ищем не на отрезке, а в некой области плоскости или про-
странства либо на некой кривой – получаем переход к кратным и криволинейным интегралам. При 
этом введение понятия происходит аналогично введению понятия определенного интеграла, толь-
ко делится на сегменты не отрезок, а область или кривая. При этом свойства аналогичны свойствам 
определенного интеграла, и они также имеют свой геометрический и физический смысл. 

Если мы в качестве области интегрирования рассмотрим некую плоскую область и составим 
для нее по тому же алгоритму, что и в определенном интеграле, двумерную интегральную сумму, 
то получим двойной интеграл, который находится путем сведения его к повторному интегралу, т. е. 
двум определенным интегралам.  

Самая большая сложность возникает у студентов как раз в сведении двойного интеграла к 
повторному интегралу, поэтому рекомендуем при изучении двойных интегралов выполнять зада-
ния типа: 

Пример 1. Поменять порядок интегрирования в интеграле  
1

0 2
);(

x

x

dyyxfdx . 

Решение. 1) Построим область. Для этого определим уравнения линий, которые ее задают. 
Так как переменная х изменяется пределах от 0 до 1, а перемен-

ная y изменяется от х2 до х , то линии, ограничивающие об-

ласть, задаются уравнениями 1х  и 0х , хy  ; 2xy  ; 

2) Выразим переменную х через у: 2yх   и yx  ; 3) 
Найдем пределы изменения переменной у, для этого спроекти-
руем фигуру на ось Оу. Получаем пределы изменения у – от 0 до 
1; 4) Используя рисунок, найдем, как изменяется переменная х. 
Для этого выберем на оси Оу в пределах изменения переменной 
точку и проведем прямую, перпендикулярную оси Оу, – получа-
ем точки «входа» и «выхода». 5) Запишем повторный интеграл 

с новыми пределами  
1

0 2
);(

у

у

dхyxfdу . 

Пример 2. Сведите интеграл к повторному (расставьте преде-
лы интегрирования) 

S
dxdyyxf );( , если область S – это тре-

угольник с вершинами О(0: 0); А(2; 0) и В(2; 1). 
Решение. 1) Построим область по заданным точкам. 2) Найдем 

уравнения линий, ограничивающие область: 0y ; 1x ; 

xy 5,0  или уx 2 . 3) Запишем повторный интеграл двумя спо-

собами: 
S

dxdyyxf );( =  
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Пример 3. Вычислить интегралы: а) 
S

dxdyyx , если S – это квадрат: 10  x  и 10  y ; 

б) 
S

ydxdyx2 , если S – это треугольник с вершинами О(0: 0); А(2; 0) и  В(2; 1). 

Решение. а) Сведем интеграл к повторному интегралу, т. к. область прямоугольная, то ее можно не 

строить и сразу расставить пределы интегрирования. Имеем 
S

dxdyyx =  
1

0

1

0

dуyхdх =
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б) Используя рисунок из предыдущего примера, сведем интеграл к повторному: 
S

ydxdyх2 =
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После рассмотрения предложенных типов задач можно переходить к более сложным инте-
гралам, при вычислении которых используются метод подстановки или метод интегрирования по 
частям. В дальнейшем необходимо решить примеры на использование физического и геометриче-
ского смысла двойного интеграла.  

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 22 xy   и 2xy  .  

Решение сводится к вычислению интеграла 
s

dxdy  по области, ограниченной данными линиями. 

Пример 5. Найти центр тяжести однородного полукруга, ограниченного осью Ох и полуокруж-

ностью 22 xRy  . 
Такой порядок задач способствует лучшему усвоению материала студентами.  
Изучение криволинейных интегралов начинают с рассмотрения физического примера и по-

строения соответствующей интегральной суммы. Можно поступить и по-другому. Напомним уча-
щимся, что определенный интеграл вычисляется по отрезку прямой, и зададим им вопрос, можно 
ли заменить отрезок дугой некоторой кривой. Отвечая положительно на данный вопрос, мы полу-
чаем криволинейные интегралы 1-го и 2-го рода. Отличие их друг от друга – в подынтегральной 
функции, у криволинейного интеграла первого рода это скалярная функция, поэтому он не зависит 
от выбора точки, которую будем считать начальной, и имеет соответствующий физический смысл – 
вычисление массы материальной линии. Интеграл второго рода вычисляется для векторной функ-
ции, записанной в координатной форме, и поэтому зависит от выбора начальной точки кривой. Его 
физический смысл – вычисление работы силы.  

Криволинейные интегралы сводятся к определенным интегралам, для этого используется 
уравнение связи между координатами – уравнение кривой. 

Пример 6. Вычислить интеграл 
l

dlх2 , где l – это кривая, заданная уравнением xy ln , если 

ех 1  [5]. 

Решение. 1) Вычислим дифференциал кривой по формуле dxydl 2/ )(1 . Имеем 

dx
x
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x
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22 111 
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 . 2) Подставляем найденное значение дифференциала в инте-

грал, получаем dx
x
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  )221(
3
1 32  e . 

При вычислении криволинейных интегралов построение области чаще всего не требуется, 
если только интеграл вычисляется не по замкнутому контуру. 

Пример 7. Вычислить работу силы jxixyF  2  при перемещении точки М из положения 
А (2; 0) в положение В (–1; 3) вдоль прямой АВ. 

Решение. Согласно физическому смыслу необходимо вычислить интеграл криволинейный 
второго рода. Уравнение линии, по которой идет перемещение точки, имеет вид xy  2 . Имеем  

 
AB

xdyxydx2 = 



1

2

)1()2(2 dxxdxxx = 



1

2

2 )24( dxxxx =

1

2

32

3
2

2
3









  xx =1,5. 

 В статье рассмотрены только некоторые аспекты изучения интегрального исчисления. 
Предложенный подход к введению различных типов интегралов был использован при изучении 
математики студентами инженерных направлений ВятГУ и дал положительный результат. 
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Abstract. The Article is devoted to one of the sections of mathematical analysis– integral calculus of the func-

tion of one and several variables. The article analyzes two approaches to the introduction of the concept of a certain 
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