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Аннотация. Математическая модель задачи оптимизации раскроя пиловочника крупных размеров со-

ставлена для пифагорической зоны. Целевая функция представляет собой сумму площадей поперечного сече-
ния брусьев и боковых обрезных досок. Уравнения связи раскрывают взаимосвязь размеров брусьев и досок с 
диаметром пиловочника в вершинном торце. Для решения задачи оптимизации использован метод множите-
лей Лагранжа и численный метод. Разработан алгоритм для определения оптимальной толщины центрально-
го и боковых брусьев, а также размеров боковых обрезных досок, при которых целевая функция принимает 
максимальное значение. С увеличением толщины центрального бруса величина целевой функции (выход пи-
ломатериалов) увеличивается и принимает максимальное значение при коэффициенте увеличения толщины 
центрального бруса по сравнению с толщиной бокового бруса, равном 3,0. 
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Постановка задачи. На лесопильных предприятиях центральный брус чаще всего выпилива-

ют по толщине больше, чем боковые [11; 12]. Иногда возможен также вариант выпиливания цен-
трального бруса по толщине меньше чем боковые брусья [13; 14]. Поэтому необходимо знать, какое 
соотношение размеров брусьев по толщине является наиболее предпочтительным. Вначале задачу 
оптимизации рассматриваем без учета ширины пропила [1] (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Схема раскроя пиловочника с выпиливанием трех брусьев разной толщины  

и шести пар боковых обрезных досок 
 

Составление математической модели. В данной задаче оптимизации раскроя пиловочника 
рассматривается пифагорическая зона [4]. Целевую функцию представляем в виде суммы площадей 
поперечных сечений брусьев и боковых обрезных досок [10; 1]: 
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ܼ = сܣܪଵ + ଶܣܪ2 + 2 ଵܾܶଵ + 2 ଶܾܶଶ + 2 ଷܾܶଷ + 2 ସܾܶସ + 2 ହܾܶହ + 2 ܾܶ ,     (1) 
 
где Н – толщина бокового бруса, с – коэффициент изменения толщины центрального бруса по от-
ношению к толщине бокового бруса, ܣଵ – ширина пласти центрального бруса, ܣଶ – ширина пласти 
бокового бруса, ଵܶ ଶܶ ଷܶ ସܶ ହܶ ܶ – толщины боковых обрезных досок, ܾଵܾଶܾଷܾସܾହܾ – ширины 
боковых обрезных досок. 

Уравнения связи составляем, используя теорему Пифагора. Взаимосвязь диаметра пиловоч-
ника в вершинном торце с размерами брусьев и боковых обрезных досок представляется следую-
щими уравнениями [3; 7]. 

Для центрального бруса: 
݀ଶ − сଶܪଶ − ଵଶܣ = 0.                                           (2) 

Для боковых брусьев [8]: 
݀ଶ − ଶ(сܪ + 2)ଶ − ଶଶܣ = 0.                                   (3) 

Для первой пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ)ଶ − ܾଵଶ = 0.                              (4) 

Для второй пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ + 2 ଶܶ)ଶ − ܾଶଶ = 0.                                 (5) 

Для третьей пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ + 2 ଶܶ + 2 ଷܶ)ଶ − ܾଷଶ = 0.                        (6) 

Для четвертой пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ + 2 ଶܶ + 2 ଷܶ + 2 ସܶ)ଶ − ܾସଶ = 0.                 (7) 

Для пятой пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ + 2 ଶܶ + 2 ଷܶ + 2 ସܶ + 2 ହܶ)ଶ − ܾହଶ = 0.           (8) 

Для шестой пары боковых обрезных досок: 
݀ଶ − (сܪ + ܪ2 + 2 ଵܶ + 2 ଶܶ + 2 ଷܶ + 2 ସܶ + 2 ହܶ + 2 ܶ)ଶ − ܾଶ = 0.    (9) 

Раскрывая скобки в уравнениях связи, получим следующие равенства [2]. 
Для боковых брусьев: 

݀ଶ − ଶଶܣ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4ܿ − ଶܪ4 = 0.                                              (10) 
Для первой пары боковых обрезных досок: 

  ݀ଶ − ܾଵଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4 − 4 ଵܶ
ଶ − ଶܪ4ܿ − ܪ4ܿ ଵܶ − ܪ8 ଵܶ = 0. (11)

Для второй пары боковых обрезных досок: 
 	݀ଶ − ܾଶଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4 − 4 ଵܶ

ଶ − 4 ଶܶ
ଶ − ଶܪ4ܿ − ܪ4ܿ ଵܶ − 

ܪ4ܿ− ଶܶ − ܪ8 ଵܶ − ܪ8 ଶܶ − 8 ଵܶ ଶܶ = 0. (12) 

Для третьей пары боковых обрезных досок: 
 		݀ଶ − ܾଷଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4 − 4 ଵܶ

ଶ − 4 ଶܶ
ଶ − 4 ଷܶ

ଶ − 
ଶܪ4ܿ−    − ܪ4ܿ ଵܶ − ܪ4ܿ ଶܶ − ܪ4ܿ ଷܶ − ܪ8 ଵܶ − ܪ8 ଶܶ − 

ܪ8− ଷܶ − 8 ଵܶ ଶܶ − 8 ଵܶ ଷܶ − 8 ଶܶ ଷܶ = 0. 
(13) 

Для четвертой пары боковых обрезных досок: 

 

	݀ଶ − ܾସଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4ܿ − ܪ4ܿ ଵܶ − ܪ4ܿ ଶܶ − 
ܪ4ܿ− ଷܶ − ܪ4ܿ ସܶ − ଶܪ4 − 4 ଵܶ

ଶ − 4 ଶܶ
ଶ − 4 ଷܶ

ଶ − 
−4 ସܶ

ଶ − ܪ8 ଵܶ − ܪ8 ଶܶ − ܪ8 ଷܶ − ܪ8 ସܶ − 8 ଵܶ ଶܶ − 
−8 ଵܶ ଷܶ − 8 ଵܶ ସܶ − 8 ଶܶ ଷܶ − 8 ଶܶ ସܶ − 8 ଷܶ ସܶ = 0. 

(14) 

Для пятой пары боковых обрезных досок: 
 					݀ଶ − ܾହଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4ܿ − ܪ4ܿ ଵܶ − ܪ4ܿ ଶܶ − ܪ4ܿ ଷܶ − 

ܪ4ܿ− ସܶ − ܪ4ܿ ହܶ − ଶܪ4 − ܪ8 ଵܶ − ܪ8 ଶܶ − ܪ8 ଷܶ − 
ܪ8− ସܶ − ܪ8 ହܶ − 4 ଵܶ

ଶ − 8 ଵܶ ଶܶ − 8 ଵܶ ଷܶ − 8 ଵܶ ସܶ − 
−8 ଵܶ ହܶ − 4 ଶܶ

ଶ − 8 ଶܶ ଷܶ − 8 ଶܶ ସܶ − 8 ଶܶ ହܶ − 
−4 ଷܶ

ଶ − 8 ଷܶ ସܶ − 8 ଷܶ ହܶ − 4 ସܶ
ଶ − 8 ସܶ ହܶ − 4 ହܶ

ଶ = 0. 

(15) 
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Для шестой пары боковых обрезных досок: 
 ݀ଶ − ܾଶ − ܿଶܪଶ − ଶܪ4ܿ − ܪ4ܿ ଵܶ − ܪ4ܿ ଶܶ − ܪ4ܿ ଷܶ − ܪ4ܿ ସܶ −	

ܪ4ܿ	− ହܶ − ܪ4ܿ ܶ − ଶܪ4 − ܪ8 ଵܶ − ܪ8 ଶܶ − ܪ8 ଷܶ − ܪ8 ସܶ − ܪ8 ହܶ −	
ܪ8	− ܶ − 4 ଵܶ

ଶ − 8 ଵܶ ଶܶ − 8 ଵܶ ଷܶ − 8 ଵܶ ସܶ − 8 ଵܶ ହܶ − 8 ଵܶ ܶ − 4 ଶܶ
ଶ −	

−	8 ଶܶ ଷܶ − 8 ଶܶ ସܶ − 8 ଶܶ ହܶ − 8 ଶܶ ܶ − 4 ଷܶ
ଶ − 8 ଷܶ ସܶ − 8 ଷܶ ହܶ − 8 ଷܶ ܶ −	

−	4 ସܶ
ଶ − 8 ସܶ ହܶ − 8 ସܶ ܶ − 4 ହܶ

ଶ − 8 ହܶ ܶ − 4 ܶ
ଶ = 0. 

(16) 

Полагаем, что математическая модель данной оптимизационной задачи раскроя пиловочника 
составлена. Решая эту математическую модель, находим систему уравнений, в которых раскрыва-
ются взаимосвязь размеров брусьев и боковых обрезных досок [5]. Однако по этим формулам опре-
делить оптимальные размеры брусьев и досок классическим методом невозможно [6; 5]. 

Алгоритм решения задачи. Для решения задачи воспользуемся численным методом. Задаемся 
величиной коэффициента с, а затем, изменяем толщину боковых брусьев в определенном диапа-
зоне, определяем все остальные размеры брусьев и досок, а также величину целевой функции [8; 9]. 
В этом диапазоне изменения толщины брусьев отыскиваем максимальное значение целевой функ-
ции. Этот результат и будет являться оптимальным. Для упрощения расчетов и анализа результа-
тов представляем формулы в относительных единицах, полагая, что ݉Н= H/d. Алгоритм решения 
задачи оптимизации в относительных единицах приводится ниже [8]. 

Относительная ширина пласти центрального бруса [2]: 

݉ଵ =
భ
ௗ
= ඥ1 − ܿଶ݉Н

ଶ  .                                              (17) 
Относительная ширина наружной пласти бокового бруса [2]: 

݉ଶ =
మ
ௗ
= ඥ1 − (ܿ݉ு + 2݉ு)ଶ.								                         (18) 

Относительная ширина первой пары боковых обрезных досок: 

݉ଵ =
с൫ଵିଶమН

మ൯
ಲభ(ାଶ)

+ ଶ൫ଵିଶН
మ(ାଶ)మ ൯

ಲమ(ାଶ)
	.                                   (19) 

Относительная толщина первой пары боковых обрезных досок: 

     ்݉ଵ = 0,5 ൬ඥ1 − ݉ଵ
ଶ −݉Н(ܿ + 2)൰.                                         (20) 

Относительная ширина второй пары боковых обрезных досок [3], [4]: 

݉ଶ = ݉ଵ −
ଶభ(ಹାଶಹାଶభ)

್భ
.                                 (21) 

Относительная толщина второй пары боковых обрезных досок: 

்݉ଶ = 0,5 ൬ඥ1 −݉ଶ
ଶ − (ܿ݉ு + 2݉ு + 2்݉ଵ)൰.                     (22) 

Относительная ширина третьей пары боковых обрезных досок: 

݉ଷ = ݉ଶ −
ଶమ(ಹାଶಹାଶభାଶమ)

್మ
.		                       (23) 

Относительная толщина третьей пары боковых обрезных досок: 

்݉ଷ = 0,5(ඥ1 −݉ଷ
ଶ − (ܿ݉ு + 2݉ு + 2்݉ଵ + 2்݉ଶ)).        (24) 

Относительная ширина четвертой пары боковых обрезных досок: 

݉ସ = ݉ଷ −
ଶయ(ಹାଶಹାଶభାଶమାଶయ)

್య
.	                    (25) 

Относительная толщина четвертой пары боковых обрезных досок: 

்݉ସ = 0,5(ඥ1 −݉ସ
ଶ − (ܿ݉ு + 2݉ு + 2்݉ଵ + 2்݉ଶ + 2்݉ଷ)).       (26) 

Относительная ширина пятой пары боковых обрезных досок: 

݉ହ = ݉ସ −
ଶర(ಹାଶಹାଶభାଶమାଶయାଶర)

್ర
.	                   (27) 

Относительная толщина пятой пары боковых обрезных досок: 

்݉ହ = 0,5(ඥ1 − ݉ହ
ଶ − (ܿ݉ு + 2݉ு + +2்݉ଵ + 2்݉ଶ + 2்݉ଷ + 2்݉ସ)). (28) 

 
Относительная ширина шестой пары боковых обрезных досок: 
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݉ = ݉ହ −
ଶఱ(ಹାଶಹାଶభାଶమାଶయାଶరାଶఱ)

್ఱ
.		           (29) 

Относительная толщина шестой пары боковых обрезных досок: 

்݉ = 0,5(ට1 − ݉
ଶ − (ܿ݉ு + 2݉ு + 2்݉ଵ + 

+2்݉ଶ + 2்݉ଷ + 2்݉ସ + 2்݉ହ)).                                                   (30) 
Относительная площадь поперечных сечений брусьев: 

ܼбр = с݉ு݉ଵ + 2݉ு݉ଶ.			                                    (31) 
Относительная площадь поперечных сечений всех шести пар боковых обрезных досок: 

ܼд = 2்݉ଵ݉ଵ + 2்݉ଶ݉ଶ + 2்݉ଷ݉ଷ + 

+2்݉ସ݉ସ + 2்݉ହ݉ହ + 2்݉݉.	                                     (32) 
Суммарная относительная площадь поперечных сечений брусьев и досок: 

ܼ = ܼбр + ܼд.                                                                                     (33) 
Анализ результатов расчетов. С увеличением коэффициента (с), оптимальная относительная 

площадь поперечного сечения брусьев возрастает до коэффициента с=2,5, а затем незначительно 
уменьшается. При этом суммарная оптимальная относительная площадь поперечного сечения бо-
ковых обрезных досок возрастает до коэффициента с=3,0, а затем незначительно уменьшается 
(рис. 2). Расчеты показали, что имеется такое сочетание размеров брусьев и боковых обрезных до-
сок, при котором оптимальная относительная площадь поперечного сечения становится макси-
мальной. Это наблюдается при значении коэффициента с=3,0. 

 

 
Рис. 2. Влияние коэффициента с на оптимальную относительную площадь  

поперечного сечения брусьев и боковых обрезных досок 
 

С увеличением коэффициента изменения толщин брусьев (с), оптимальная относительная 
толщина боковых брусьев уменьшается, а оптимальная относительная толщина центрального бру-
са возрастает (см. рис. 3). Суммарное значение оптимальных относительных толщин брусьев воз-
растает до коэффициента с=2,5, а затем незначительно уменьшается. Оптимальные относительные 
ширины пластей брусьев с увеличением коэффициента изменения толщин брусьев (с), незначи-
тельно уменьшаются. Последняя зависимость объясняется тем, что при одном значении гипотену-
зы прямоугольного треугольника (диаметра пиловочника) с увеличением длины одного катета 
(толщины бруса) величина другого катета (ширина пласти бруса) уменьшается. 

Расчеты по алгоритму показали, что с увеличением коэффициента изменения толщин брусьев 
(с) оптимальные относительные размеры (толщина и ширина) уменьшаются. При коэффициенте 
с=3,0 оптимальная относительная толщина центрального бруса составляет 0,24, а оптимальная отно-
сительная толщина бокового бруса составляет 0,08 от диаметра пиловочника в вершинном торце. 
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Рис. 3. Влияние коэффициента с на оптимальную относительную толщину бруса  
и оптимальную относительную ширину пласти центрального и боковых брусьев 

 
Следует отметить, что оптимальная относительная суммарная площадь поперечного сечения 

брусьев и боковых обрезных досок при изменении коэффициента с изменяется плавно и незначи-
тельно [3]. Хотя при этом размеры брусьев и боковых обрезных досок изменяются более суще-
ственно [3]. Таким образом определено глобальное оптимальное значение коэффициента измене-
ния толщин брусьев (с), при котором наблюдается максимальная суммарная площадь поперечного 
сечения брусьев и боковых обрезных досок. Это значение коэффициента изменения толщин брусь-
ев равно 3,0. Следует также обратить внимание, что целевая функция в диапазоне изменения коэф-
фициента с=2,0...3,8 отличается от максимального значения целевой функции всего лишь на 0,1%. 
Однако при этом в данном диапазоне с=2,0...3,8 слагаемые целевой функции ܼбр	и	ܼд  изменяются 
не столь значительно. Следовательно, этот диапазон с=2,0…3,8 рекомендуется для промышленного 
использования. 
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Abstract. The mathematical model of the problem of optimization of sawlog cutting of large sizes is made for 

the Pythagorean zone. The objective function is the sum of the cross-sectional areas of bars and side edged boards. The 
equations reveal the relationship of the size of the bars and boards with the diameter of the sawlog at the top end. The 
Lagrange multipliers method and the numerical method are used to solve the optimization problem. An algorithm is 
developed to determine the optimal thickness of the сentral and side bars, as well as the size of the side edged boards, 
in which the objective function takes the maximum value. With the increase in the thickness of the central bar, the val-
ue of the objective function (output of lumber) increases and takes its maximum value when the coefficient of increase 
in the thickness of the central bar compared to the thickness of the side beam is 3.0. 

 
Keywords: sawlog, bars, boards, mathematical model, objective function, communication equations, problem 

algorithm. 
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