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Аннотация. Задачи перечисления деревьев (как графов) являются классическими, самые естественные 

из них давно решены [см. 8; 9]. Тем не менее, их классические решения получены и сформулированы в виде 

неявных функций от производящих функций, так что получить из них конкретную количественную инфор-

мацию совсем не просто. В данной работе к решению этой задачи применяется агрессивно-примитивный под-

ход, основанный на классической теореме Пойа, позволяющий получать конкретные числовые ответы намно-

го быстрее и легче. 

 

Ключевые слова: корневое дерево, производящая функция, теорема Пойа, симметрическая группа, 

циклический индекс. 

 

В данной работе объектом исследования выступают корневые деревья. Корневым деревом 

называется граф, являющийся деревом, с одной выделенной вершиной – корнем. Естественно воз-

никают многообразные задачи перечисления корневых деревьев специальных видов. 

Пусть, например, �(�) – количество всех корневых деревьев на � вершинах. Тогда для 

производящей функции �(�) = ∑ 	
��
 �(�)�� справедливо следующее равенство: 

�(�) = � ∙ exp�∑ 	
��

�(��)
� �.     (1) 

Данное соотношение было получено Д. Пойа (G. Pólya) в работе [9]. Кроме того, в [9] приво-

дится асимптотическая оценка последовательности �(�). 
Можно рассмотреть задачи более специального вида. Например, Ф. Харари (F. Harary) в статье 

[8] рассматривал задачу перечисления корневых деревьев с данным числом листьев. 

Пусть �(�, �) – количество корневых деревьев на � вершинах, имеющих ровно � листьев. Харари 

показал, что для двумерной производящей функции �(�, �) = ∑ 	
��
 ∑ 	
��
 �(�, �)���� выполняется 

аналогичное соотношение  

�(�, �) = �� − � + � ∙ exp�∑ 	
��

 (�!,"!)

� �.    (2) 

Тем самым, на данный момент соответствующие перечислительные задачи решены. Однако 

соотношения (1) и (2) задают функции �(�) и �(�, �) в неявном виде. 

В данной работе обсуждается простой метод вычисления в явной форме производящих 

функций для количества деревьев с заданным числом листьев. 

Перечисление корневых деревьев с заданным числом листьев 

Приведем точные формулировки определений, необходимых для изложения основного 

результата. 

Выделенную в дереве вершину называют корнем. 

От корня дерева до произвольной некорневой вершины # существует единственный путь. Все 

вершины этого пути, кроме самой вершины #, называют предками вершины #. Вершину $, которая 

смежна с # и является ее предком, называют родителем вершины #. В этом случае вершина # 

является сыном вершины $. Вершины корневого дерева, не имеющие сыновей, называются 

листьями дерева. На иллюстрациях для простоты будем изображать корневое дерево «сверху 

вниз»: вершину-родитель выше вершины-сына. Отметим также, что корень дерева – единственная 

вершина, не имеющая предков. 
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Символом �(�, �) обозначим количество корневых деревьев на � вершинах, среди которых 
ровно � листьев. Рассмотрим производящую функцию для последовательности �(�, �) при 
фиксированном �: %�(�) = ∑ 	
��
 �(�, �)��. Для удобства будем считать, что �(1,1) = 1. Заметим, что 
при любом фиксированном количестве вершин существует ровно одно корневое дерево с одним 

листом, откуда %
(�) = ∑ 	
��
 �� = �

'�. 

Рассмотрим корневое дерево � с � листьями при � > 1. Пусть степень корня этого дерева 
равна ), а �
, �*, ..., �� – поддеревья, корнями которых являются сыновья корня дерева �. 

Случай 1. Если ) = 1, то корень дерева соединен с одним поддеревом �
, у которого тоже � 
листьев, но на единицу меньше вершин, чем у �. 

Случай 2. Если ) > 1, то у каждого из деревьев �+ (1 ≤ - ≤ )) меньше � листьев, а суммарное 
количество вершин в деревьях �+ на единицу меньше количества вершин в дереве �. В этом случае 
дерево � может быть сформировано путем следующих операций. Возьмем произвольное разбиение 
числа � на ) слагаемых. Пусть это разбиение � = -
 + 2-* + 3-0 +⋯+ (� − 1)-�'
, где -
 – количество 
слагаемых, равных 1, -* – количество слагаемых, равных 2, ..., -�'
 – количество слагаемых, равных 
� − 1. Выберем -
 деревьев с одним листом, -* деревьев с двумя листьями, ..., -�'
 деревьев с � − 1 
листом; при этом для каждого -2 (1 ≤ 3 ≤ � − 1) выбор осуществляется с возможными повто-
рениями. Сыновьями корня дерева � сделаем корни выбранных поддеревьев. 

Так как при перестановке поддеревьев �+ (1 ≤ - ≤ )) мы получаем дерево, изоморфное 
исходному, то по теореме Пойа [см., например, 1]: 

%�(�) = � ∑ 	45678(%
(�), %
(�*),… ) ⋅ … ⋅ 567;<8(%�'
(�), %�'
(�*),… )=+�%�(�),  (3) 

где суммирование происходит по всем разбиениям числа � на более чем одно слагаемое: 
� = -
 + 2-* + 3-0 +⋯+ (� − 1)-�'
. Первое слагаемое в формуле (3) соответствует описанному 
выше случаю ) > 1, второе слагаемое – случаю ) = 1. В этой формуле применяется обозначение 56>  
для циклового индекса симметрической группы ?@. 

Выразив %�(�) из формулы (3), получим рекуррентное соотношение для последовательности 
функций %
(�), %*(�), …, %�(�), … 

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения: 

1. %
(�) = �

'�;  

2. при � ≥ 2 верно, что 

%�(�) = �

'�∑ 	�5678(%
(�), %
(�*),… ) ⋅ … ⋅ 567;<8(%�'
(�), %�'
(�*),… )�,   (4) 

где суммирование происходит по всем разбиениям � на более чем одно слагаемое. 
Ниже в таблице 1 приведены результаты использования теоремы 1 для получения произ-

водящих функций %�(�) при 2 ≤ � ≤ 5. Также в данной таблице приведены номера соответст-
вующих числовых последовательностей в онлайн-энциклопедии OEIS [см. 2–5]. 

 
Таблица 1 

Производящие функции CD(E) 
� %�(�) Номер 

2 
�0

(1 − �)0(1 + �) A002620 

3 
�F(1 + �* + �0)

(1 − �)G(1 + �)(1 + � + �*) A055278 

4 
�G(1 + � + 3�* + 5�0 + 7�F + 5�G + 5�I + 2�J + �K)

(1 − �)J(1 + �)0(1 + �*)(1 + � + �*)  A055279 

5 
�I(1 + 4�* + 7�0 + 7�F + 12�G + 13�I + 9�J + 10�K + 4�O + 2�
P + �

)

(1 − �)O(1 + �)0(1 + �*)(1 + � + �* + �0 + �F)  A055280 

 
Перечисление корневых деревьев с заданным количеством нелистьев 

Рассмотрим задачу перечисления корневых деревьев с другой точки зрения. В отличие от 
предыдущего раздела зафиксируем не количество листьев в деревьях, а количество нелистовых 
вершин (другими словами, – разницу между количествами вершин и листьев). Во введенных выше 
обозначениях это приводит к рассмотрению последовательности производящих функций 

%Q�(�) = ∑ 	
��
 �(� + �, �)��. Так как при фиксированном количестве листьев � существует ровно 
одно корневое дерево, у которого количество вершин равно � + 1, то �(� + 1, �) = 1. Поэтому 

%Q
(�) = ∑ 	
��
 �� = �

'�. 
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Рассмотрим некорневое дерево � на � + � вершинах, в котором � нелистьев, где � ≥ 2. 

Представим его в виде, изображенном на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1. Иллюстрация к теореме 2 

 

На этом рисунке корень дерева � соединен с ) деревьями �
, �*, ..., ��, в каждом из которых 

больше одной вершины, и с $ одиночными вершинами. Суммарно в деревьях �
, �*, ..., �� 

содержится � − 1 нелистовая вершина (нелистом является корень дерева �). Общее количество 

листьев в деревьях �
, �*, ..., �� равно � − $, то есть, в зависимости от параметра $, может меняться 

от 1 до �. 

Таким образом, в соответствии с теоремой Пойа можно сформулировать рекуррентное 

соотношение для последовательности функций %Q�(�). 
Теорема 2. Справедливы следующие утверждения: 

1. %Q
(�) = �

'�; 

2. при � ≥ 2 верно, что 

%Q�(�) = 


'�∑ 	45678R%Q
(�), %Q
(�*),… S ⋅ … ⋅ 567;<8R%Q�'
(�), %Q�'
(�*),… S=,  (5) 

где суммирование происходит по всем разбиениям числа � − 1: 

� − 1 = -
 + 2-* + 3-0 +⋯+ (� − 1)-�'
. 

Множитель 




'� в формуле (5) объясняется тем, что, как сказано выше, суммарное количество 

листьев в деревьях �
, �*, ..., �� может меняться от 1 до �, при этом несложно показать, что 

∑ 	
��
 (∑ 	�2�
 T2)�� = 


'�∑ 	
��
 T��� для произвольной последовательности T�. Стоит также отметить, 

что, в отличие от теоремы 1, суммирование в формуле (5) происходит по всем разбиениям числа 

� − 1, в том числе и по одноэлементному: � − 1 = � − 1. 

В таблице 2 приведены производящие функции %Q�(�) при 2 ≤ � ≤ 5, которые были получены 

при помощи теоремы 2. Приведены номера соответствующих числовых последовательностей в 

энциклопедии OEIS [см. 6–7]. Последовательности с производящими функциями %QF(�) и %QG(�) 
отсутствуют в OEIS. 

 

Таблица 2 

Производящие функции UVW(X) 
� %Q�(�) Номер 

2 �
(1 − �)* A000027 

3 �(1 + 2�)
(1 − �)0(1 + �) A006578 

4 �(1 + �)0
(1 − �)F(1 + � + �*) – 

5 �(1 + 7� + 17�* + 28�0 + 29�F + 25�G + 13�I + 5�J)
(1 − �)G(1 + �)*(1 + �*)(1 + � + �*)  – 

 

Раскладывая найденные производящие функции в ряд Тейлора, можно найти числа �(�, �). 
Представим эти числа в виде треугольника: параметр � – номер строки, параметр � – номер столбца 

(Таблица 3). 
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Таблица 3 

Треугольник чисел Z([, W) 
�\� 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1         

2 1         

3 1 1        

4 1 2 1       

5 1 4 3 1      

6 1 6 8 4 1     

7 1 9 18 14 5 1    

8 1 12 35 39 21 6 1   

9 1 16 62 97 72 30 7 1  

10 1 20 103 212 214 120 40 8 1 
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