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Аннотация. Статья рассматривает неравенство Йенсена и его аналог для гармонически выпуклых 
функций. Аналогичные неравенства вводятся и для гармонически вогнутых функций. Приводится обоснова-
ние соотношения между весовыми средними арифметическим и гармоническим, а также его аналога посред-
ством устанавливаемых в работе теорем. 

Работа адресуется всем интересующимся вопросами выпуклых функций и тематикой неравенств. 
 
Ключевые слова: выпуклые, вогнутые функции; гармонически выпуклые функции; неравенство Йен-

сена, аналог неравенства Йенсена. 
 
Напомним определение понятия выпуклой на промежутке функции. 

Пусть l – произвольный промежуток числовой прямой Ox и →lf :  R – функция, заданная на l. 

Определение 1. )(xf  – выпуклая на рассматриваемом промежутке функция, если для лю-

бых lba ∈,  и любого числа [ ]1;0∈λ  выполняется неравенство 

( ) )()1()()1( bfafbaf λλλλ −+≤−+ .                      (1) 

Если в условиях данного определения для ba ≠  и ( )1;0∈λ  выполняется неравенство 

( ) )()1()()1( bfafbaf λλλλ −+<−+ ,                              (2) 

то f – строго выпуклая на промежутке l функция. 
Аналогично определяются понятия вогнутой и строго вогнутой функций, они описываются 

соответственно неравенствами (1)–(2) с использованием противоположных знаков неравенства. 
Очевидно, строго выпуклая (строго вогнутая) функция является выпуклой (вогнутой). 

Следует заметить, что если f – строго выпуклая или строго вогнутая на отрезке [ ]ba;  функ-

ция, то равенство в (1) (соответственно – в противоположном ему неравенстве) может достигаться 

только в случаях: ba = , 0=λ , 1=λ . 

Для функции f , выпуклой на промежутке l, хорошо известно следующее неравенство 
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где 
n

λλ ,...,
1

 – положительные числа (связанные с числами nxx ,...,1  весы), удовлетворяющие 

условию 1
1

=∑
=

n

k
k

λ . Если при этом f  – строго выпуклая функция, то (3) может обращаться в ра-

венство только при условии nxx == ...1 . 

Неравенство (3) называется неравенством Йенсена для рассматриваемой функции. 

Ясно, что для вогнутой на промежутке l функции f  будет выполняться неравенство Йенсена 
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где 
n

λλ ,...,
1

 – снова положительные весы, удовлетворяющие условию 1
1

=∑
=

n

k
k

λ . 

Подчеркнем, что неравенство Йенсена для выпуклых и вогнутых функций позволяет обосно-
вать ряд классических неравенств, включая неравенства Коши, Коши – Буняковского, Гюйгенса, Ки 
Фана [см., например, 3]. Кроме того, это неравенство нередко применяется при решении уравнений 
и экстремальных задач, особенно при осмыслении математических задач олимпиадной тематики. 
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В сравнении с неравенством (3) в литературе менее известен его аналог – неравенство 
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где снова →lf :  R – выпуклая на промежутке l функция; [ ]ba;  – произвольный отрезок, принадле-

жащий l; nxx ,...,1  – произвольный кортеж чисел из этого отрезка; 
n

λλ ,...,
1

 )1...( 1 =++ nλλ – 

произвольный набор положительных весов. Если при этом f  – строго выпуклая функция, то (5) может 

обращаться в равенство только при условии, когда все числа nxx ,...,1  совпадают либо с a, либо с b. 

По своей структуре записи неравенство (5) схоже с неравенством (3), потому в некоторых ли-
тературных источниках [напр., 3, 4] его называют аналогом неравенства Йенсена. Условимся следо-
вать данной терминологии. 

Если в (5) знак неравенства заменить знаком ≥ , то будем иметь аналог неравенства Йенсена 
для вогнутой функции. 

Аналог неравенства Йенсена для выпуклой (вогнутой) функции обстоятельно рассмотрен в 
статье [2]. 

О гармонически выпуклых функциях. В данном пункте мы приведем соответствующие 
сведения о гармонически выпуклых функциях, опираясь на нашу работу [3]. 

Пусть ( ) ( )+∞∪∞−⊆ ;00;l  – произвольный промежуток и →lf : R – функция, заданная на 

этом промежутке. 

Определение 2. Функцию f назовем гармонически выпуклой на l, если для любых lba ∈,  и 

любого числа [ ]1;0∈λ  выполняется неравенство 

( )( ) ( ) )()1()1(
111 bfafbaf λλλλ −+≤−+

−−−
.                               (6) 

Если в условиях определения 2 для ba ≠  и всех ( )1;0∈λ  выполняется неравенство 

( )( ) ( ) )()1()1(
111 bfafbaf λλλλ −+<−+

−−−
,                                (7) 

то функцию f будем называть строго гармонически выпуклой на рассматриваемом промежутке l. 
Очевидно, строго гармонически выпуклая функция является гармонически выпуклой. 
Аналогично определяются гармонически вогнутая и строго гармонически вогнутая функции – 

для этого в неравенствах (6)–(7) знак неравенства следует поменять на знак ≥  (>) соответственно. 

В [3] показано, что на всяком промежутке ( ) ( )+∞∪∞−⊆ ;00;l  функция 
x

cxf
γ

+=)( , где c и 

γ  – вещественные константы, является как гармонически выпуклой, так и гармонически вогнутой; 

для нее неравенство (6) реализуется со знаком равенства. График такой функции мы условились 
называть гиперболической кривой (гиперболической дугой). В вопросе геометрической характери-
зации гармонически выпуклых и гармонически вогнутых функций гиперболическая кривая играет 
такую же роль, как невертикальная прямая в описании классической выпуклости / вогнутости 
функции. 

Нетрудно показать, что если точки M1 и M2 лежат на одной горизонтали (в этом случае для их 

ординат справедливо соотношение 21 yy = ), то соединяющая данные точки гиперболическая дуга 

вырождается в отрезок горизонтальной прямой 1yy = . 

Неравенства Йенсена для гармонически выпуклой функции. Справедлива следующая 

Теорема 1. Для функции f , гармонически выпуклой на промежутке l, выполняется неравенство 
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где nxx ,...,1  – кортеж значений из промежутка l, 
n

λλ ,...,
1

 – положительные числа, удовлетворя-

ющие условию 1
1

=∑
=

n

k
k

λ . Если при этом f  – строго гармонически выпуклая функция, то (8) может 

обращаться в равенство только при условии nxx == ...1 . 
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Неравенство (8) условимся называть неравенством Йенсена для гармонически выпуклой функции. 
Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции по n. База индукции 

(выполнение неравенства (8) при 2=n ) обеспечивается определением гармонической выпукло-

сти функции f  на промежутке l, а также условиями достижения равенства в соотношении для слу-

чая строгой гармонической выпуклости данной функции. 

Предположим, что теорема справедлива при mn = , 2≥m , при этом если функция f  явля-

ется строго гармонически выпуклой на рассматриваемом промежутке, то равенство в неравенстве 

Йенсена для чисел mxx ,...,1  может достигаться только при условии mxx == ...1 . Убедимся в том, 

что теорема будет верна и при 1+= mn . 

Пусть числа 11,..., +mxx  принадлежат промежутку l, 0>kλ  для всех 1,...,1 += mk  и 
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. Очевидно, оно 

принадлежит l. В силу индукционного предположения и базы индукции имеем: 
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Таким образом, неравенство (8) выполняется и при 1+= mn . Выясним вопрос достижения 

равенства в нем при условии, когда f  – строго выпуклая на рассматриваемом промежутке функ-

ция. Упоминаемое равенство будет иметь место только тогда, когда обратятся в равенства соотно-

шения (9) и (10). В (9) будем иметь равенство лишь при условии mm xxx ~... 11 === − , а в (10) – 

только при условии 1+= mm xx . Но последнее равенство влечет mmm xxx ~
1 == + , следовательно, 

при 1+= mn  в условиях строгой выпуклости f  неравенство (8) обращается в равенство лишь 

тогда, когда 11 ... +== mxx . 

Теорема 1 полностью доказана. 
Очевидно, теорему 1 можно сформулировать и для гармонически вогнутой на промежутке l 

функции f . Для такой функции неравенство (8) следует заменить противоположным неравен-

ством 
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Если в неравенстве (11) f  – строго вогнутая функция, то оно может обратиться в равенство 

только при условии nxx == ...1 . 

Аналог неравенства Йенсена для гармонически выпуклой функции. В данном разделе мы 
рассмотрим неравенство, схожее по своей структуре записи с неравенством (8). Упоминаемое нера-
венство условимся называть аналогом неравенства Йенсена для гармонически выпуклой функции. 
Оно доставляется следующей теоремой. 
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Теорема 2. Пусть →lf :  R – гармонически выпуклая в строгом или нестрогом смысле на 

промежутке ( ) ( )+∞∪∞−⊆ ;00;l  функция; [ ]ba;  – произвольный отрезок, принадлежащий l; 

nxx ,...,1  – произвольный кортеж чисел из этого отрезка; 
n

λλ ,...,
1

 – произвольный набор положи-

тельных чисел (весов), для которых 1...1 =++ nλλ . В данных условиях справедливо неравенство 
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Если при этом f  – строго гармонически выпуклая функция, то (12) может обращаться в ра-

венство только тогда, когда все числа nxx ,...,1  совпадают либо с a, либо с b. 

Сразу отметим, что если f – гармонически вогнутая на промежутке l функция, то для нее будет 
иметь место неравенство 
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[ ] lba ∈; ; lxk ∈ , 0>kλ  ),...,1( nk = ; 1...1 =++ nλλ . 

Условия достижения равенства в (13) в случае строгой гармонической вогнутости функции 

f  будут те же, что и для (12), то есть при совпадении чисел nxx ,...,1  либо с a, либо с b. 

Для доказательства теоремы 2 установим сначала следующую вспомогательную лемму. 

Лемма 1. Если функция f гармонически выпуклая на отрезке [ ]ba; , не содержащем нуля, то 
для любого x, принадлежащего этому отрезку, будет выполняться неравенство 

( )( ) )()()(
1111 xfbfafxbaf −+≤−+

−−−−
.                             (14) 

Если при этом f – строго гармонически выпуклая функция, то неравенство (14) обращается в 

равенство только тогда, когда { }bax ,∈ . 
Доказательство. Отметим, что неравенство (14) корректно по записи, поскольку точка 

( ) 1111 −−−− −+ xba  принадлежит отрезку [ ]ba; . Это следует из цепочки неравенств: 

⇔≤−+≤⇔−≤−≤−⇔≥≥⇔≤≤ −−−−−−−−−−− 11111111111 axbabbxabxabxa  

( ) axbab ≥−+≥⇔
−−−− 1111

. 

Из включения [ ]bax ;∈  следует, что существует ]1;0[, ∈λλ , такое, что будет иметь место 

представление ( )( ) 111 1
−−− −+= bax λλ . Выразим через λ  величину ( ) 1111 −−−− −+ xba : 

( ) ( )( ) 1111111 1
−−−−−−− +−=−+ baxba λλ . 

Тогда в силу гармонической выпуклости функции f будем иметь: 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )=+−≤+−=−+
−−−−−−− bfafbafxbaf λλλλ )(11

1111111
      (15) 

( )( )( )=−+−+≤−−−+=
−−− 111 1)()()()1()()()( bafbfafbfafbfaf λλλλ    (16) 

)()()( xfbfaf −+= . 

Неравенство (14) доказано. 
Выясним условия достижения равенства в нем при том условии, что f – строго гармонически 

выпуклая функция. Для этого следует осмыслить условия достижения равенства в (15) и (16). Та-
кие условия сводятся к тому, что должны иметь место равенства 0=λ  или 1=λ , то есть x долж-
но совпадать или с b, или с a. 

Лемма 1 доказана. 
Доказательство теоремы 2. Установим неравенство (12). Сначала отметим, что значение 
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неравенство Йенсена (8) для гармонически выпуклых функций. Будем иметь: 
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то есть неравенство (12) установлено. 
Ясно, что равенство в нем будет достигаться только тогда, когда оно будет иметь место и в 

неравенстве (17), и в неравенствах (18). Если функция f является строго гармонически выпуклой, то 

в (17) равенство может достигаться только при условии nxx == ...1 , а в неравенствах (18) – при 

условии { }baxk ,∈ , nk ,...,1= . Следовательно, в условиях строгой гармонической выпуклости f 

должно быть: или axx n === ...1 , или bxx n === ...1 . Теорема 1 полностью доказана. 

Приведем одно следствие теоремы 1. 

Следствие 1. Пусть →lf :  R – гармонически выпуклая на промежутке l функция;  

nxx ,...,1  – произвольный набор чисел из этого промежутка, перенумерованных в порядке неубы-

вания; 
n

λλ ,...,
1

 )1...( 1 =++ nλλ  – произвольный набор положительных весов. Тогда справед-

ливо неравенство 
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Если при этом функция f является строго гармонически выпуклой, то неравенство (19) обра-

щается в равенство только при условии nxx == ...1 . 

Доказательство этого утверждения, легко видеть, следует из теоремы 2, если в ней положить 

nxbxa == ,1 . 

Замечание 1. Требование монотонности последовательности nxx ,...,1  в условиях следствия 1, 

очевидно, можно заменить таким: в данной последовательности { }k
nk
xx

≤≤
=

1
1 min , { }k

nk
n xx

≤≤
=

1
max . 

О неравенстве между взвешенными средними гармоническим и арифметическим и его 

аналоге. Пусть промежуток l есть интервал ( )+∞;0 . Легко проверить, что функция ( ) xxf =  яв-

ляется строго гармонически выпуклой на нем [2]. Следовательно, для нее справедливо неравенство 
Йенсена (8): 

∑∑
=

−

=

− ≤






 n

k
kk

n

k
kk xx

1

1

1

1 λλ ,                                          (20) 
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где ,0,0 >> kkx λ  nk ,...,1= ; 1
1

=∑
=

n

k
kλ . 

В неравенстве (20) левая часть есть взвешенное среднее гармоническое чисел nxx ,...,1  с ве-

сами nλλ ,...,1 , а правая – аналогичное взвешенное среднее арифметическое данных чисел. Ясно, 

что равенство в (20) может достигаться только при условии nxx == ...1 . 

В тематике средних величин соотношение (20) обычно кратко записывают в виде  

nn AH ≤ ,                                                   (21) 

памятуя об обозначениях =nH
1

1

1

−

=

− 







∑
n

k
kk xλ , nA ∑

=

=
n

k
kk x

1

λ . 

Применим сейчас к функции ( ) xxf =  теорему 2. Пусть [ ]ba;  – произвольный отрезок, при-

надлежащий положительному лучу; nxx ,...,1  – произвольный кортеж чисел из этого отрезка, 

nλλ ,...,1  – тот же набор весов, что и выше. Введем в рассмотрение величины 

1

1

111

−

=

−−− 







−+= ∑

n

k
kkn xbaH λ

⌢

, ∑
=

−+=
n

k
kkn xbaA

1

λ
⌢

 –  

своеобразные аналоги величин nH  и nA . Нетрудно видеть, что в силу теоремы 2 для них справед-

ливо неравенство 

nn AH
⌢⌢

≤ .                                                   (22) 

Так как ( ) xxf =  – строго гармонически выпуклая функция, то неравенство (22) может об-

ратиться в равенство лишь тогда, когда либо axx n === ...1 , либо bxx n === ...1 . 
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