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Аннотация. Рассматриваются электромеханические системы с постоянным потокосцеплением, кото-

рые рассчитываются и анализируются с помощью математических и численных моделей, разрабатываемых 

на основе дифференциальных уравнений механики и электромагнетизма. Системы с постоянным потокос-

цеплением могут преобразовывать значительную энергию в несколько раз выше, чем традиционные элек-

тромеханические системы, величина которой определяется возможностями накопления электромагнитной 

системой магнитной энергии. Для переключения электрических цепей в таких системах могут использоваться 

вентили, работающие по сигналам датчиков положения или датчиков, выполняющих их функцию. Такие вен-

тили широко используются в настоящее время в инверторных сварочных источниках. Электромеханические 

системы с постоянным потокосцеплением еще недостаточно изучены и исследованы. Чтобы глубже разо-

браться и понять такие системы, уменьшить объем громоздкой экспериментальной работы, особенно на 

начальных этапах исследований, возникает необходимость в разработке математических и численных моде-

лей. Приводятся результаты исследования энергетических характеристик, полученных с помощью конкрет-

ной численной модели электромагнитного двигателя, которые сравниваются с характеристиками традици-

онных электрических двигателей. Получено повышение работы электромагнитной силы, мощности и КПД. 
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В рассматриваемых электромеханических системах преобразование магнитной энергии в ра-

боту электромагнитной силы в электрических двигателях [9] и преобразование работы внешних 

сил в магнитную энергию в электрических генераторах [1] осуществляется при постоянном пото-

косцеплении. Достижения в силовой коммутирующей технике, позволившие повысить передавае-

мую мощность и частоту коммутации, а также достижения в микропроцессорных системах управ-

ления открывают новые возможности для разработки систем с постоянным потокосцеплением. Это 

связано с применением схемных решений, в которых переключение электрических цепей осу-

ществляется с помощью вентилей по сигналам датчиков положения или датчиков, выполняющих 

их функцию. Электрический генератор, в котором используется такой принцип, был предложен 

французами Жак Анри Жаре и Жан Мари Батист Жаре (1984 г.) [7]. Затем был предложен электри-

ческий двигатель с постоянным потокосцеплением, который может работать от сети переменного 

тока и в котором остающаяся магнитная энергия в конце такта используется в последующем цикле 

работы (2015 г.) [8]. 

Электромеханические системы с постоянным потокосцеплением еще недостаточно изучены и 

исследованы. Первые экспериментальные результаты получены для электромагнита с удержанием 

якоря в начале такта [10]. В работе [6] были приведены исследования энергетических характери-

стик таких систем с помощью физической и математической модели, в которой дифференциальные 

уравнения были решены аналитическими методами. Было получено повышение энергетических 

характеристик. Но учет даже электрических потерь уже требует применения численных методов 

решения дифференциальных уравнений. 

Возникает необходимость в подтверждении повышения энергетических характеристик, 

необходимость в исследовании и расчете других характеристик, в исследовании возможностей 

электромеханических систем с постоянным потокосцеплением с помощью математических и чис-

ленных моделей. Кроме того, возникает необходимость для этих целей в оценке применимости ма-

тематических программ высокого уровня, например, MathCAD. 
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Целью работы является разработка математических и численных моделей, пригодных для 

исследования систем с постоянным потокосцеплением. 

Основные законы физики, в частности законы механики и электромагнетизма, представля-

ются в виде дифференциальных и интегральных уравнений. Для описания механического движе-

ния используется второй закон Ньютона, представляемый дифференциальным уравнением второ-

го порядка, который для электрического двигателя имеет вид: 
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где FМ(t) – электромагнитная сила; FА(t) – внешние силы, действующие на вторичную часть; m – 

масса движущихся частей; t – время. 

Электромагнитные процессы описываются законами Ома, законом электромагнитной индук-

ции Фарадея и законом полного тока, которые представлены в виде уравнений электрических и 

магнитных цепей: 
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где U(t) – напряжение на зажимах обмотки; i(t) – электрический ток; Ψ=wФ – потокосцепление; w – 

число витков; R – активное сопротивление; RM(t) – магнитное сопротивление. 

Конструктивная схема численной модели приведена на рис. 1. Из таких элементов могут быть 

построены любые многополюсные электромеханические преобразователи энергии, линейного или 

вращательного движения. 

 

 
Рис. 1. Конструктивная схема: 1 – первичная часть; 2 – вторичная часть; 3 – обмотка;  

4 – рабочий зазор; 5 – электропроводящий элемент. 

 

В математической модели учитываются: электрические и магнитные потери, нелинейность 

кривой намагничивания, магнитные потоки рассеяния. Интегральные уравнения энергетических 

характеристик преобразованы в дифференциальные уравнения. Вывод и обоснование расчетных 

формул сделан в работах [3; 5]. Формулы представлены в виде системы уравнений, пригодные 

для их решения с помощью современных математических пакетов программ высокого уровня 

MathCAD [2]: 

( ) ( ) ( )( )Φ⋅−⋅=Φ ,
1

, xiRxU
w

xu ,     (4) 

( ) ( ) ( ) ( )
Φ
Φ

⋅
⋅
Φ

+
⋅

Φ+
+=Φ

d

dR

RR

RxR
xr

MM

MM

MM

22

M

44
1, δ

,    (5) 

Ln

la
G

FFe

MF
F ⋅⋅⋅

⋅
=

ρ4
,      (6) 



 

                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 3 (22), 2021                                   
 

 31

( )
2

1

2






 ⋅

=
m

K
KV ,       (7) 

( ) ( ) ( )( )
w

RxRxi
MMM

Φ
⋅Φ+=Φ δ, ,      (8) 

( )KV
dt

dx
= ,       (9) 

( )
( ) ( ) ( )









⋅⋅Φ⋅

⋅
−Φ⋅

Φ
=

Φ
dx

xdR
KV

R
xu

xrdt

d
M

M

δ

24

1
,

,

1
,    (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )KVxF
dt

Kxd

dx

dR
KV

dx

xdR

dt

dK
A

MMM ⋅−Φ⋅





 ΦΦ

⋅
Φ

+⋅⋅−= 2,,

2

1 δ ,  (11) 

( ) ( )Φ⋅= ,xixU
dt

dW
E ,       (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2,,

2

1
Φ⋅






 ΦΦ

⋅
Φ

+⋅⋅−=
dt

Kxd

dx

dR
KV

dx

xdR

dt

dW
MMMA δ ,   (13) 

( )2,Φ⋅= xiR
dt

dW
D ,      (14) 

( ) 2
,,







 ΦΦ
⋅=

dt

Kxd
G

dt

dW
F

F ,      (15)  

где u(x, Φ) и r(x, Φ) – вспомогательные функции; x  – координата положения вторичной части; Φ  – 

магнитный поток; U(x) – напряжение на зажимах обмотки; R – активное сопротивление; i(x,Φ) – 

электрический ток; w – число витков; ( )xR
Mδ  – магнитное сопротивление рабочих зазоров; 

( )Φ
MM
R  – магнитное сопротивление стальных сердечников магнитопровода; RM2 – магнитное 

сопротивление магнитных потоков рассеяния; GF – коэффициент потерь в стали сердечников маг-

нитопровода; aF, lM и L – толщина, длина и ширина листа электротехнической стали; ρFe – удельное 

сопротивление электротехнической стали; nF – число листов в пакете; V(K) и K – скорость и кинети-

ческая энергия вторичной части; m  – масса подвижных частей; ( )xF
A

 – электромагнитная сила; 

WE – работа источника питания; WA – работа электромагнитной силы; WD – энергия потерь в про-

водниках обмотки; WF – энергия потерь в сердечниках магнитопровода. 

Дифференциальные уравнения, входящие в систему уравнений (4–15), представляют собой 

систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, приведенных к нормаль-

ному виду. Независимой переменной является время, зависимыми переменными – координата по-

ложения вторичной части, кинетическая энергия, магнитный поток, работа источника питания, 

работа электромагнитной силы, энергии потерь в проводниках обмотки, энергия потерь в сердеч-

никах магнитопровода. Для решения такой системы уравнений и разработки численных моделей 

используются компьютерные математические пакеты программ высокого уровня, которые могут 

решать дифференциальные уравнения в численном виде, MathCAD [2–5]. 

Результаты решения получаются в дискретном виде, которые с помощью функций интерпо-

ляций и регрессии могут быть преобразованы в непрерывные функции или представлены в виде 

комбинации элементарных функций, которые можно затем дифференцировать, интегрировать и 

использовать в других последующих дифференциальных уравнениях. В результате решения полу-

чаются зависимости между переменными, а также посредством численных экспериментов могут 

быть получены зависимости между параметрами, входящими в систему уравнений. На Рис. 2 при-

ведены графики зависимости энергетических характеристик от времени движения вторичной ча-

сти для одного из вариантов расчета. Для этого варианта и был проведен численный расчет энер-

гетических характеристик. 
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Рис. 2. Зависимость энергетических характеристик от времени: WM – полная магнитная энергия;  

WMδ – магнитная энергия в рабочих зазорах; WMM – магнитная энергия в стальных сердечниках магнитопровода; 

WM2 – магнитная энергия магнитных потоков рассеяния; WM3 – магнитная энергия боковых магнитных потоков; 

tp – длительность импульса питающего напряжения; tl – длительность такта работы. 

 

Прямоугольный импульс напряжения длительностью tP подключается в начале такта, когда 

магнитное сопротивление рабочих зазоров максимальное. В результате этого накапливается маг-

нитная энергия. При подключении источника питания можно считать, что обмотка через источник 

питания уже замкнута «накоротко». И в этом случае в конце импульса напряжение нужно положить 

равным нулю. То есть процесс подключения и замыкания обмотки накоротко достаточно было 

описать функцией напряжения в виде: 

             ( )
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где xP – координата, соответствующая окончанию действия импульса напряжения; U0 – амплитуд-

ное значение напряжения. 

Удобнее было вначале задать напряжение как функцию координаты положения вторичной 

части. Временная зависимость напряжения U(t) получается после решения системы уравнений. 

Наименее точным является расчет магнитных потоков рассеяния [5]. Для вывода расчетных 

формул магнитного сопротивления использовалась формула: 
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где la – среднее значение длины силовой линии магнитного поля; Sa – среднее значение площади 

поперечного сечения, через которую проходят силовые линии. 

Магнитные потоки рассеяния и боковые магнитные потоки в начальном положении вторич-

ной части получаются большими. Боковые магнитные потоки включены в общий основной маг-

нитный поток Ф [5]. Суммарная магнитная энергия магнитного поля боковых магнитных потоков и 

потоков рассеяния в конце действия импульса напряжения почти равна половине магнитной энер-

гии, накапливаемой в рабочих зазорах (Рис. 2). В режиме работы с постоянным потокосцеплением в 

нейтральном положении вторичной части эта энергия уменьшается почти до нуля. Это означает, 

что в магнитном поле боковых магнитных потоков и потоков рассеяния накопленная магнитная 

энергия преобразуется в работу электромагнитной силы, что уменьшает «вредное» влияние этих 

магнитных потоков. 
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В численных моделях длительность импульса может меняться в широких пределах. Короткий 

импульс соответствует режиму накопления магнитной энергии в начале такта и дальнейшему пре-

образованию накопленной магнитной энергии в работу электромагнитной силы при почти посто-

янном потокосцеплении. Магнитный поток все-таки немного снижается из-за электрических и 

магнитных потерь. Длинный импульс, равный длительности такта, соответствует непрерывному 

режиму работы традиционных электрических двигателей. Это дает возможность сравнить режим 

работы систем с постоянным потокосцеплением и традиционный режим. Коэффициент модуляции 

магнитного сопротивления был подобран равным четырем (для обычных, самых простых электро-

магнитов он равен трем). Известно, что электромагнитные двигатели имеют самые низкие энерге-

тические показатели, но они просты по конструкции, имеется большая потребность в их функцио-

нальных возможностях, поэтому они очень широко используются в технике. 

Электрический двигатель численной модели (Рис. 1) имеет размеры 0,12×0,11×0,096 м. Для 

непрерывного традиционного режима работы работа электромагнитной силы за такт составила 

1,59 Дж, мощность 80,1 Вт, КПД 0,245. Для того же двигателя, но работающего в режиме постоянно-

го потокосцепления (Рис. 2), работа электромагнитной силы составила 6,39 Дж, мощность 675 Вт, а 

КПД 0,548. Таким образом, было получено увеличение работы электромагнитной силы в 4,02 раза, 

КПД – в 2,24 раза, что сопоставимо с опытными результатами для двигателя с удержанием якоря в 

начале такта [10], для которого было получено увеличение энергии удара в четыре раза, КПД более 

чем в два раза. Результаты также сопоставимы и с теоретическими исследованиями [6; 9]. 

Мощность двигателя возросла значительно больше, в 8,43 раза. Это связано с тем, что электро-

магнитная сила и работа электромагнитной силы для двигателя с постоянным потокосцеплением 

возрастает, скорость движения вторичной части увеличивается, время такта уменьшается. Это и при-

водит к тому, что двигатель в единицу времени будет совершать больше циклов преобразования 

энергии, поэтому мощность возрастает сильнее, чем работа электромагнитной силы за такт. 

При использовании остающейся магнитной энергии в последующем цикле работы [8] КПД 

дополнительно повышается до 0,861, что уже приближается к асинхронным двигателям, повыше-

ние мощности при этом получается даже выше. Для двигателя с коэффициентом модуляции маг-

нитного сопротивления рабочих зазоров равным двадцати получаются более высокие энергетиче-

ские показатели [4]. 

Характеристики численной модели двигателя, работающего в непрерывном режиме, сравнива-

лись с характеристиками известного традиционного электромагнитного двигателя насоса «Малыш-

М», предназначенного для перекачивания жидкости [11]. Насос имеет размеры: диаметр 0,099 м и 

длину 0,25 м, а его двигатель занимает почти половину его объема, что приблизительно соответству-

ет размерам численной модели двигателя. Электрический двигатель насоса потребляет мощность 

300 Вт. Известно, что КПД электромагнитных двигателей составляет (20 ÷ 35) %, полезная мощность 

двигателя насоса должна быть равна (60 ÷ 105) Вт, что сопоставимо с мощностью численной модели 

двигателя, работающего в непрерывном режиме, 80,1 Вт. 

При проектировании конкретных образцов также необходимо будет учитывать множество 

других технических факторов, влияющих на работу двигателя, например, таких как прочностные 

характеристики используемых материалов, вибрации, уменьшение индукции магнитного поля при 

использовании ферритов для сердечников магнитопровода при переходе к более высоким часто-

там энергопреобразования и так далее. Это приведет к поиску различных компромиссных решений 

и, как следствие этого, к некоторому снижению возможностей, даваемых электромеханическими 

системами с постоянным потокосцеплением. 

Разработка численных моделей является многоэтапным процессом. После получения новых 

данных как с помощью численных моделей, так и из других источников, и также при учете других 

факторов, влияющих на работу исследуемой системы, и при более точном учете параметров, мо-

дель может уточняться и дополняться. При этом разработку численных моделей целесообразно 

начинать с моделей, для которых решения дифференциальных уравнений можно вначале получить 

в аналитическом виде. 

Таким образом, разработана математическая и численная модель для систем с постоянным 

потокосцеплением. Полученные результаты подтверждают повышение энергетических характери-

стик электромеханических систем с постоянным потокосцеплением. Получено дополнительное по-

вышение мощности. Из полученных результатов можно заключить, что магнитные потоки рассея-

ния и боковые магнитные потоки тоже накапливают магнитную энергию, которая в системах с по-

стоянным потокосцеплением тоже преобразуется в работу электромагнитной силы. Численная мо-

дель также позволит получить и другие характеристики. Система MathCAD оказалась очень удоб-

ной, достаточно быстродействующей для численного моделирования систем с постоянным пото-
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косцеплением. Математические и численные модели и результаты исследований могут быть ис-

пользованы при проведении опытно-конструкторских работ, для разработки методик расчета, 

также использованы в учебных целях. 
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Abstract. Electromechanical systems with a constant flow coupling, which are calculated and analyzed using 

mathematical and numerical models developed on the basis of differential equations of mechanics and electromag-

netism. Systems with constant flow coupling can convert significant energy several times higher than traditional elec-

tromechanical systems, the value of which is determined by the possibilities of accumulation of magnetic energy by the 

electromagnetic system. To switch electrical circuits in such systems, valves operating on the signals of position sen-

sors or sensors performing their function can be used. Such valves are widely used nowadays in inverter welding 
sources. Electromechanical systems with constant flow coupling have not yet been sufficiently studied and investigat-

ed. In order to better understand and understand such systems, to reduce the volume of cumbersome experimental 

work, especially at the initial stages of research, there is a need to develop mathematical and numerical models. The 

results of the study of the energy characteristics obtained using a specific numerical model of an electromagnetic mo-

tor are presented, which are compared with the characteristics of traditional electric motors. An increase in the work 

of electromagnetic force, power and efficiency was obtained. 
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