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ИССЛЕДОВАНИЕ СКОЛЬЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ 

ПО ЛОПАСТИ РОТОРНОГО ИЗМЕЛЬЧИТЕЛЯ1 

 

В статье представлено теоретическое исследование технологического процесса сов-

местной работы лопасти треугольного сечения и частиц в роторном измельчителе сыпучих 

материалов, рассматриваются дифференциальные уравнения движения материальной точки 

по поверхности нестационарной односторонней связи. Исследуется численное решение си-

стемы дифференциальных уравнений с неопределенным множителем Лагранжа. На основе 

решения системы дифференциальных уравнений представлен динамический анализ сколь-

жения частиц по призматическим лопастям треугольного сечения роторного измельчителя с 

определением нормальной реакции при различных углах установки лопастей на диск ротора 

для обеспечения интенсивной сепарации и одновременно эффективного ударного воздей-

ствия. Расчет проводился по оригинальной алгоритмической программе на основе численно-

го метода «усредненного ускорения» решения дифференциальных уравнений, с последую-

щим построением и анализом графиков движения. 
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В измельчителях сыпучих материалов проблема экспериментального изу-

чения технологического процесса затруднена отсутствием возможности визу-

ального наблюдения за отдельной частицей, в силу существенных скоростей 

движения рабочих органов и интенсивностью механического воздействия на 

материал.  

Однако скольжение частиц по лопастям роторного измельчителя после 

соударения определяет возможность последующего их разгона для повторного 

удара о неподвижные элементы камеры устройства. Или наоборот, если задан-
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ная степень измельчения достигается за одно соударение, то выбором установ-

ки поверхности лопасти можно обеспечить отскок частицы после удара без от-

носительного скольжения. Поэтому динамический анализ перемещения части-

цы по лопасти ротора измельчителя с определением нормальной реакции вы-

бран целью исследования. 

На схеме (Рис. 1) изображена плоскость диска ротора, вращающегося в 

вертикальной плоскости вокруг оси  и закрепленная на ней призматическая 

лопасть треугольного сечения. По одной из граней призмы движется матери-

альная точка под действием сил тяжести, нормальной реакции и трения. Урав-

нения составляются в неинерциальной системе отсчета, поэтому вводятся пере-

носная и кориолисова силы инерции.  

 

Рис. 1. Схема сил, действующих на частицу материала при движении по лопасти  

(z1, x1, y1 – неподвижные оси, z, x, y – подвижные оси) 

 

Уравнение плоскости движения, параллельной оси , в подвижных осях 

,      (1) 
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где угловой коэффициент плоскости. 

Полагаем   относительное ускорение частицы. 

,    (2) 

Рассмотрим каждое слагаемое в правой части.  – сила тяжести,  

; 

Её проекции на вращающиеся оси равны: 

     (3) 

 – нормальная реакция плоскости движения. Определим ее пропорцио-

нальной вектору-градиенту к плоскости связи:  

 

      (4) 

 

где λ – неопределенный множитель Лагранжа [1]. 

Уравнение поверхности связи запишем из уравнения (1) в виде 

     (5) 

    (6) 

Модуль нормальной реакции равен 

    (7) 
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 – сила трения о плоскость движения с коэффициентом трения fтр про-

тивоположна относительной скорости движения 

 

Проекции относительной скорости определим как производные по време-

ни от уравнений движения: 

 

А её модуль  

 

Тогда с учетом нормальной реакции по выражению (7) получим 

   (8) 

  – центробежная переносная сила инерции 

. 

Составляющие угловой скорости и радиус-вектора по направлениям по-

движных осей: 

 

 

Тогда, в соответствии с аналитическим определением векторного произ-

ведения [1] запишем:  

; 
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Проекции центробежной переносной силы инерции примут вид 

      (9) 

 – сила инерции Кориолиса 

 

Аналогично переносной силе, используем аналитическое определение 

векторного произведения, с учетом направления угловой скорости по одной оси 

 получим 

 

И проекции силы инерции Кориолиса на подвижные оси равны: 

      (10) 

 

Подставляя силы в исходное дифференциальное уравнение (2), в проек-

циях на оси (xyz) получим: 

 

(11) 

С учетом уравнения связи в подвижных осях 

. 

Дополняя данные уравнения начальными условиями, например, частица 

покоится на половине радиуса диска по оси x: 

;  ; 

;   ; 
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;   ; 

. 

Получим условия для решения задачи Коши. 

Дифференциальные уравнения Лагранжа первого рода (11) необходимо 

подготовить к численному решению. Из уравнения связи получим 

 

Из второго и третьего уравнений (11) выразим множитель λ как функцию 

времени, полагая m=1 (это равносильно сокращению на массу левой и правой 

частей). 

 

 

 

 

 

, 

Первые два слагаемых в скобках второго сомножителя 

 

так как . 

И окончательно: 

;    (12) 

Отметим, что , и при  нормальная реакция лопасти 

. 

То есть, чтобы материальная точка двигалась по лопасти без отрыва, λ 

должна быть меньше нуля. 
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Из системы дифференцированных уравнений (11) возьмем первые два 

уравнения, а третье заменим уравнением (12), которое замыкает систему. 

Координату z(t) определим по уравнению связи (1). Таким образом, для 

численного решения имеем систему уравнений  

 (13) 

с заданными начальными условиями для системы (11). 

Результаты решения получены по программе, написанной на языке C# в 

среде MS Visual Studio, реализующей численный метод «усредненного ускоре-

ния» решения дифференциальных уравнений [3]. Пример экранных форм пред-

ставлен на Рис. 2 и 3. 

 

 

Рис. 2. Начальные условия и результат расчетов 
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Рис. 3. Графики характеристик движения 

 

В результате анализа результатов вычисления, при диаметре ротора 

0,5...0,6 м и угловой частоте вращения 300 рад/с, рекомендована установка ло-

пасти на диск с коэффициентом , что обеспечит относительное 

движение к боковой неподвижной поверхности камеры измельчения (по оси ) 

для интенсивной сепарации и одновременно эффективное ударное воздействие. 

При необходимости обеспечить относительное движение по лопасти с целью 

разгона частиц и последующий интенсивный удар о неподвижную деку коэф-

фициент  в уравнении связи (5) рекомендуется брать отрицательным 

). Для менее прочного обрабатываемого материала и при нежелатель-

ности явления переизмельчения рекомендуем   

 

Список литературы 

1. Выгодский М. Я. Справочник по высшей математике. М.: Наука, 1964. 870 с. 

2. Поляхов Н. Н., Зегжда С. А., Юшков М. П. Теоретическая механика. Л.: Изд-во Ле-

нингр. ун-та, 1985. 536 с. 



2017. № 4.  Advanced science 

Технические науки 

 
3. Тимошенко С. П., Янг Д. Х., Уивер У. Колебания в инженерном деле / пер. с англ. 

М.: Машиностроение, 1985. 472 с. 

 

 

АЛЕШКИН Алексей Владимирович – доктор технических наук, профес-

сор, заведующий кафедрой теоретической и строительной механики, Вятский 

государственный университет. 610000, г. Киров, ул. Московская, 36. 

E-mail: usr00008@vyatsu.ru 

 

ТИМОФЕЕВ Борис Львович – кандидат физико-математических наук, 

доцент, доцент кафедры теоретической и строительной механики, Вятский гос-

ударственный университет. 610000, г. Киров, ул. Московская, 36. 

E-mail: usr00008@vyatsu.ru 

 

ШАЛАГИНОВА Елена Витальевна – старший преподаватель кафедры 

строительного производства, Вятский государственный университет. 610000, 

г. Киров, ул. Московская, 36. 

E-mail: usr00008@vyatsu.ru 

mailto:usr00008@vyatsu.ru
mailto:usr00008@vyatsu.ru
mailto:usr00008@vyatsu.ru

