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Аннотация. Данная работа посвящена численному моделированию ударно-волновых течений много-

фазных сред. В статье на основе численного решения уравнений динамики газовзвеси проводится моделиро-
вание процесса ударно-волнового истечения неоднородной среды в однородный газ с учетом сил электриче-
ской природы, воздействующих на дисперсную составляющую, а также силового и теплового взаимодействия 
компонент смеси. Несущая среда описывается как вязкий сжимаемый теплопроводный газ. При учете меж-
компонентного взаимодействия несущей и дисперсной компонент смеси в моделируемой многофазной среде 
учитывались сила Стокса, динамическая сила Архимеда и сила присоединенных масс. Уравнения математиче-
ской модели дополнялись замыкающими соотношениями и граничными условиями. Система уравнений ди-
намики газовзвеси решалась с помощью явного конечно-разностного метода Мак-Кормака. Для получения 
монотонного численного решения применялась схема нелинейной коррекции сеточной функции.  
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 Многие природные явления и процессы связаны с движением сплошных сред, неоднородных 

по своим механическим и физико-химическим свойствам [7; 10; 16; 18]. В ряде случаев эксперимен-
тальное исследование динамических процессов в неоднородных средах затруднено, в связи, с чем 
требуется создание математических моделей таких течений [7]. В частности, интерес к математи-
ческому моделированию динамики газовзвесей вызван задачами, связанными с оптимизацией 
установок транспортировки дисперсных сред, оптимизацией технологий экранирования промыш-
ленных взрывов запыленными средами и исследованием ударно-волновых течений многофазных 
сред в реактивных двигателях детонационного типа, оптимизацией технологий нанесения порош-
ковых покрытий в электрическом поле [1-5]. Течения гетерогенных смесей, в которых массовые 
доли компонент имеют сопоставимые величины, во многом определяются эффектами, вызванны-
ми межфазным взаимодействием [10], что существенно отличает такого рода течения от динамики 
однородных сред [11]. Совершенствование технологий напыления порошковых покрытий в элек-
трическом поле требует создания математических моделей, учитывающих воздействие на гетеро-
генную смесь сил, имеющих как аэродинамическую, так и электромагнитную природу [1; 4; 5; 14].  
В процессе такого напыления происходит истечение запыленной среды в высокоскоростном пото-
ке из распыляющего канала с последующим столкновением потока заряженной запыленной среды 
с твердой поверхностью [1].  

В данной работе моделируется течение среды, представляющей собой электрически заряжен-
ную газовзвесь монодисперсного состава. Предполагается, что все включения дисперсной фазы име-
ют одинаковый размер и состав, при этом со стороны несущей среды частицы находятся под дей-
ствием силы аэродинамического сопротивления, силы Архимеда, силы присоединенных масс. Учиты-
вается также сила тяжести и сила Кулона, действующая со стороны электрического поля, которое со-
здано распределенным зарядом газовзвеси. Для описания ее движения применяется система уравне-
ний динамики многоскоростной и многотемпературной газовзвеси со скоростным и температурным 
скольжением фаз. Математическая модель включает в себя уравнения движения несущей среды и 
дисперсной фазы. Одним из наиболее важных параметров дисперсной компоненты неоднородной 
смеси является средняя плотность, представляющая собой произведение объемного содержания 
дисперсной компоненты на физическую плотность материала дисперсной фазы. Физическая плот-
ность материала дисперсных включений в процессе течения многофазной среды не изменяется. При 
этом объемное содержание является функцией временной и пространственных переменных. 

Движение несущей среды описывается системой уравнений Навье-Стокса для сжимаемого теп-
лопроводного газа c учетом межфазного силового взаимодействия и теплообмена [7; 10; 13; 14; 15]: 

                                                             
* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №19-01-00442. 
© Тукмаков Д. А., 2019 



 
ISSN: 2307-0536, © VyatSU, 2019                                                                                          ls. 4, Advanced science 
 

 17

 1 11 ρρ 0
u

t x


 
 

, 

 
   21 1

1 1

ρ  
ρ τ α

u pu p F ,
t x x

  
    

  
  (1) 

       1 1
1 1 1 2τ λ + ,  

e puTe p u Q F u u
t x x x

              
  

 
4 μ
3

u .
x







 

Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения средней плотности, урав-
нениями сохранения составляющих импульса и уравнением сохранения тепловой энергии, запи-
санными с учетом теплообмена, обмена импульсом с несущей фазой и с учетом силы Кулона, дей-
ствующей на частицы дисперсной фазы [12]: 
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Здесь p, p1, u1, – давление, плотность, декартовы составляющие скорость несущей среды; Т1, 
е1 – температура и полная энергия газа; p 2, Т2 , е2, u2 – средняя плотность, температура, внутренняя 
энергия, скорость дисперсной фазы. Температура несущей среды находится из уравнения  
T1 = (y – 1)(e1/p1 – 0.5(u12))/R, где R – газовая постоянная несущей фазы. Внутренняя энергия 
взвешенной в газе дисперсной фазы определяется как e2 = p2CpT2, где Ср – удельная теплоемкость 
единицы массы вещества дисперсной фазы. В уравнение энергии для несущей фазы входит 
коэффициент теплопроводности газа, коэффициент теплообмена aТ на поверхности частица – 
несущая среда и тепловой поток за счет теплообмена между газом и частицей: 
  Q2 = aT4πr2(T1 – T2)n  (3) 
здесь n-концентрация частиц.  

На границах расчетной области задавались граничные условия Дирихле для составляющих ско-
рости несущей и дисперсной фазы и граничные условия Неймана для остальных функций [7; 17].  

Составляющие силы Кулона на единицу объема газовзвеси определяются через ее удельный 
заряд, объемную плотность твердой фазы и напряженность электрического поля. Потенциал элек-
трического поля в расчетной области определяется из решения уравнения Пуассона с граничными 
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условиями Дирихле [12; 15]. В правой части уравнения Пуассона содержится плотность заряда га-
зовзвеси, отнесенная к абсолютной диэлектрической проницаемости несущей среды [12]: 
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где q0 – удельный заряд единицы массы твердой фракции,  – потенциал электрического поля. 
Система уравнений движения двухфазной смеси (1)-(2) в матричном виде выглядит как: 
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Явная схема Мак-Кормака [17] для системы уравнений (5) включает в себя последовательно 
выполняемые шаги предиктор (6) и корректор (7):  

  * Δt Δt
Δx

 n n n n
j j j+1 j jq = q E E + H   ,     (6) 

  0,5 0,5 0.5t t
x





n+1 n n n n n
j j j j j-1 jq = (q + q ) - E - E + H  .  (7) 

Монотонность решения достигалась с помощью применения схемы коррекции [8] после 
перехода на новый временной слой при t = tn+1. Алгоритм коррекции выполнялся последовательно 
вдоль координаты x, а затем вдоль координаты y в расчетной области для функции Z – одной из 
координат вектора q = (ρ1,u1,,е1, ρ2,u2,,е2)Т.  

В случае если выполняются условия  1 2 1 2 0j jZ Z     или  1 2 3 2 0j jZ Z    , то к 

функции Z в j-ом узле применяется алгоритм схемы коррекции: 

  1 2 1 2   j j j jZ Z k Z Z ,        (8) 

Нижний индекс обозначает номер узла сетки соответственно вдоль x или y. Здесь 
использованы обозначения: 
  1 2 1j j jZ Z Z   , 1 2 1j j jZ Z Z   , ,Z Z Z 3 j+ 2 j+1j+ 2

 = -   (9) 

Z j  – значение функции после перехода на (n+1)-ый временной слой по схеме Мак-Кормака,  

k – коэффициент коррекции. 
Уравнение Пуассона для потенциала электрического поля (4) решалось методом конечных раз-

ностей с помощью итерационной схемы метода установления [6] на газодинамической расчетной сетке. 
Численная модель неравновесной динамики газовзвеси, основанная на решении системы 

уравнений движения гетерогенной смеси явным конечно-разностным методом Мак-Кормака [17] с 
применением схемы коррекции численного решения [8], была протестирована сопоставлением ре-
зультатов расчетов движения ударных волн по запыленным средам с известным из литературы 
численным решением, полученным методом крупных частиц [7; 3]. 

В статье [10] проведено сопоставление численных расчетов, полученных на основе про-
граммного кода, реализующего численный алгоритм решения системы уравнений динамики моно-
дисперсной газовзвеси с результатами физического эксперимента по разлету сжатого объема газо-
взвеси в чистый газ [2], которое показало приемлемое соответствие экспериментальных данных и 
численных расчетов. 

В приведенных ниже расчетах объемное содержание дисперсной фазы газовзвеси составляло 
α = 0.0005. Физическая плотность и теплоемкость вещества твердых включений: ρ20 = 1848 кг/м3 и 
Cv2 = 1824 Дж/(кг*К) соответственно, что аналогично плотности и теплоемкости бериллия. Удель-
ный массовый заряд дисперсной фазы q = -0.001 Кл/кг [1]. 
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На рис. 1 приведено изображение расчетной области, состоящей из камеры высокого давле-
ния, заполненной сжатой газовзвесью и камеры низкого давления, содержащей чистый газ. На 
рис. 2а, 2б изображены распределения давления и температуры газа при распаде разрыва в одно-
родной среде и при разлете сжатого объема газовзвеси в чистый газ. Из рисунка следует, что в про-
цессе разлета сжатого объема газовзвеси давление и температура в волне сжатия меньше, чем в чи-
стом газе. Таким образом, присутствие межфазного силового взаимодействия и теплообмена между 
дисперсной и газовой фазами снижают скорость движения возмущения и температуру на переднем 
крае волны сжатия по сравнению с распадом разрыва в чистом газе. 

На рис. 3 представлены пространственные распределения «средней плотности» дисперсной 
фазы и давления газа в различные моменты времени. Процесс переноса дисперсной фазы в камеру 
низкого давления является более длительным по сравнению с движением возмущения давления в 
газовой компоненте смеси. Массоперенос твердых частиц спутным потоком газа в камеру низкого 
давления находится на начальной стадии, в то время как ударная волна, отразившись от твердой 
поверхности, движется в обратном направлении – рис. 3б. 

 

 
Рис. 1. Схематичное изображение ударной трубы 

 

 
а       б 

Рис. 2. Распределение давления – рис. 2а и температуры газа – рис. 2б  
при распаде разрыва в чистом газе и при разлете сжатого объема газовзвеси в чистый газ 

 
 

  
а      б 

Рис. 3. Пространственное распределение «средней плотности»  
дисперсной фазы и давления газа в различные моменты времени 
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Рис. 4. Возмущение давления формируемое электрически заряженной дисперсной фазой  

с размерами дисперсных включений d = 2 мкм (кривая 1) и d = 4 мкм (кривая 2).  
Момент времени t = 1.4 мс. Начальная интенсивность разрыва р2/р1 = 1.01 

 
При заполнении емкости электрически заряженными частицами пыли, имеющими заряд 

одинакового знака, частицы под действием силы Кулона приходят в движение и за счет межкомпо-
нентного взаимодействия формируют акустическое возмущение в газе [13]. 

На рис. 4 придавлено распределение давления при формировании акустического возмущения 
движением дисперсной фазы частицы, которой имеют заряд одинакового знака, расчеты проведе-
ны для двух размеров частиц. 

Из рисунка следует, что в процессе формирования возмущения давления образуется как вол-
на сжатия, так и волна разряжения газа. Численное исследование процесса формирования акусти-
ческого возмущения заряженными частицами показывает, что интенсивность возмущения давле-
ния уменьшается с ростом размера частиц дисперсной фазы (рис. 4). Закономерность можно объяс-
нить тем, что уменьшение размера частиц приводит к увеличению площади соприкосновения не-
сущей среды и дисперсной фазы и, как следствие, интенсификацией межфазного взаимодействия. 
Так как в данной математической модели частицы имеют сферическую форму, то при уменьшении 
размера частиц на один порядок площадь одной частицы уменьшается на два порядка, а количе-
ство частиц возрастает на три порядка, таким образом, при уменьшении размера частиц площадь 
межфазного взаимодействия возрастает на порядок.  

Рассмотрим влияние эклектического заряда дисперсных частиц на движение ударной волны 
из запыленной среды в чистый газ. Рис. 5 отображает результаты численных расчетов скорости га-
за при распространении ударной волны из запыленной среды в чистый газ. В электрически заря-
женной запыленной среде наблюдается большая скорость спутного потока газа в волне разряже-
ния (рис. 5), что является следствием более низкого давления в волне разряжения. 

 

 
Рис. 5. Пространственное распределение скорости несущей среды газовзвеси  

при ударно-волновом истечении нейтральной газовзвеси – кривая 1  
и электрически заряженной газовзвеси – кривая 2. Для интенсивности разрыва р2/р1 = 1.1 
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В расчетах распространения ударной волны из чистого газа и из запыленной среды было вы-
явлено, что наличие дисперсной фазы приводит к уменьшению скорости, температуры и давления 
в ударной волне.  

Также в результате численного моделирования выявлены отличия процессов распростране-
ния ударной волны из запыленной среды в чистый газ в случаях электрически нейтральной и за-
ряженной газовзвесей. 
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Abstract. This work is devoted to numerical modeling of shock-wave flows of multiphase media. In article on 

the basis of numerical solution of the dynamics equations over a cylinder is the simulation of shock-wave expiration of 
a heterogeneous medium in a homogeneous gas with the force of electric nature acting on the dispersed component, 
and power and thermal interaction of mixture components. The carrier medium is described as a viscous compressible 
heat-conducting gas. When taking into account the inter-component interaction of the carrier and dispersed 
components of the mixture in the simulated multiphase medium, the Stokes force, the dynamic force of Archimedes 
and the force of the attached masses were taken into account. The equations of the mathematical model were 
supplemented by closing relations and boundary conditions. The system of equations of gas suspension dynamics was 
solved using the explicit finite-difference method of McCormack. The scheme of nonlinear correction of the grid 
function was used to obtain a monotone numerical solution.  
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