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Аннотация. В работе дан подробный алгоритм построения приближенного решения одного класса ин-

тегро-дифференциальных уравнений, показана возможность реализации данного алгоритма, опирающегося 

на метод осциллирующих функций, который применяется для численного решения дифференциальных, ин-

тегральных и интегро-дифференциальных уравнений для разных классов данных уравнений. Дается оценка 

погрешности, позволяющая получить погрешность на каждом частичном промежутке. В общем случае она 

носит апостериорный характер, но для случаев одного класса интегро-дифференциальных уравнений получе-

ны априорные оценки погрешности. Оценка погрешности, которая дает оценку разности точного и прибли-

женного решений, позволяет получить погрешность на каждом промежутке. В работе приведен пример при-

ближенного решения одного класса интегро-дифференциального уравнения в программном пакете Mathcad, 

по итогу которого получена оценка погрешности данного уравнения. 
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В работе F. Blomm показано, что изменение электрического смещения поля в простом классе 

неупругих диэлектриков смоделированных задачей [3]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2

0

0

, ,
0

,
0 ,

, ,

t

D x t D x t

tt

D x t
D x t

x

t D x d t D x

ψ

βψ γ

β ψ τ τ τ βψ

∂ ∂
+ −

∂∂

 ∂
− − +  ∂ 

+ − =∫ && &&

 (1) 

c условиями 

( ) ( )0,0D x D x= , ( ) ( )1,0tD x D x′ = , (2) 

где 0α > , 0β > , 
1

(0)
γ

αψ
=  – заданные постоянные, ( )tψ  – функция, имеющая производные 

до 2-го порядка включительно, ( )0 0ψ ≠ , { }0 ,0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ , ( )0D x , ( )1D x  – заданные непрерывные 

функции на 0 x l≤ ≤ . 

При введении подходящих гильбертовских пространств операторов, частным случаем задачи 

{(1), (2)} является следующая задача: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

0

t

u t u t t u d r t uα µ τ τ τ′′ ′− + + − =∫  (3) 

с начальными условиями 

( ) 00u u= , ( ) 10u u′ = , 
(4) 

где 0α >  – const, ( ) , ( )t r tµ τ−  – непрерывно-дифференцируемая функция на [ ]0,τ , 0 1,u u  – за-

данные числа. 

Представим алгоритм построения приближенного решения выше поставленных задач. 
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1. Решение задачи {(1), (2)} строим методом осциллирующих функций [2]. 

Сегмент [ ]0,T  разобьем на маленькие части 0 1 2 10 ... Nt t t t T−= ≤ ≤ ≤ = =  с шагом 

( )1max
k

k kh t t+= − , 0,1, ..., 1k N= − . 

Уравнение для ( ),ND x t  приведено ниже: 
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Коэффициенты ( )0c x , ( )0b x  находим из начальных условий (2): ( ) ( )0 1b x D x= ; ( )0 0c D x= . 

Формулы для коэффициентов ( )kс x  и ( )kb x  получаем из условия равенства ( , )ND x t  и 

( ),ND x t

t
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∂
 на прямых kt t=  по формулам (6) и (7) 
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1, 2,.., 1k N= − , 1k kh t t+= − . 

 

(7) 

Коэффициенты ( )ka x  находим из условия осциллируемости невязки 
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( )
1

, 0
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k
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k

t

x t dtη
+

=∫ , 0,1, 2, ..., 1k N= − , 0 x l≤ ≤ [2], 

для коэффициента ( )ka x  получаем формулы в виде уравнения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, 4, 5,k k k k k k k k k k k ka x a x b x b x c x c xβ γ γ γ γ γ′′ ′′ ′′− = + + + + , 
(9) 

 
c условиями  

(0) (0) 0,k ka a′= =  
(10) 

0kβ > , ( )1,2,3,4,5ik iγ =  – заданные числа. 

C помощью метода произвольных вариаций решаем уравнение (9) с начальными условиями (10)  

( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ) ( ) ( )( )
1 2 3

0

4, 5

1

2

k k

x

k k k k k k

k

x t t x
k k k

a x b x b x c x

c x l l dt
β β

γ γ γ
β

γ γ − −

′′= + +

′′+ + −

∫
, (11) 



 

ISSN: 2307-0536, © VyatSU, 2020                                                                       ls. 4, Advanced science 
 

 11

( )1,2,3,...,N 1k = − . 

Подставляя коэффициенты ( )ka x , ( )kb x , ( )kc x  в ( ),ND x t , получаем приближенное решение 

задачи (9), которое удовлетворяет уравнению  
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с условиями ( ) ( )0,0ND x D x= , ( ) ( ), 0,0N tD x D x′ ′= . 

Легко видеть, что погрешность ( ) ( ) ( ), , ,Nv x t D x t D x t= −  удовлетворяет уравнению 
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с условиями  

( ),0 0v x = , ( ),0 0tv x′ = . 
(14) 

Решение задачи {(13), (14)} будем находить в виде ( ) ( ) ( ),v x t p t Q x= , где ( )p t  и ( )Q x  по-

сле преобразований находятся из задач: 

( ) ( ) 0Q x Q xα′′ − = , 

( )0 1Q = , ( ) 1
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(16) 

Решение второй задачи. 

Интегрируем уравнение от 0 до t  дважды и используем лемму Белмана [3] относительно 

функции ( )p t , получим 
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где ( )
0
0

max ,N
t T
x l

x t Mψ
≤ ≤
≤ ≤

′ ≤  оцениваются аналогично, как в работе [1]. 

После построения приближенного решения находим ( ) ( ) ( ), , ,Nv x t D x t D x t= − . 

Для ( ),v x t  имеем оценку ( ) 1 2,
M

x x t Me h≤ , где 

( ) ( )2
1

0

0

T

M T t dψ β ψ τ τ= + −∫ && . (18) 

Остается на рассмотрение задача 2. 

 
 



 

ISSN: 2307-0536, © ВятГУ, 2020                   № 4, Advanced science 
 

 12 

2. Решение задачи {(3), (4)} находим следующим образом. 

Разбиваем сегменты [ ]0,T  на частичные 0 1 2 10 ... Nt t t t T−= ≤ ≤ ≤ = = . Решение ( )Ku t  строим 

так: 
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где ka , kb , kc  – неизвестные постоянные. 

Коэффициенты 0b  и 0c  находим из начальных условий (4) 0 0b u′= , 0 0c u= . 

Как показано в работе Н. В. Ворониной, В. В. Маланина, Р. А. Рекка, коэффициенты kc , kb  опреде-

ляем из условия непрерывности функции ( )Nu t  и ( )Nu t′  в точках стыка парабол по формулам  
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k k k
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c h b h c−

− −= + + , 1 1k k kb a h b− −= + , 

1k kh t t+= − , 0,1, 2, ..., 1k N= − »[2]. 

(20) 

Постоянные ka  определяем из условия осциллируемой функции ( )N tψ : 
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Применяя теорему о среднем интегрального исчисления, получаем уравнение для ka ,  
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где 1k k k kt tζ η +< < < , 0,1, 2, ..., 1k N= − , 
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ka  определяется при условии, 

( ) ( ) ( )( )21
1 0

2
k k k k k k k kt tα ζ µ ζ η ζ η ζ− − + − − − ≠ , (25) 

что всегда можно сделать, выбрав соответствующим образом разбивку промежутка [ ]0,T . 

Вычислив ka , kb , kc  с применением вычислительного пакета Mathcad, получим приближен-

ное решение ( )Nu t , удовлетворяющее уравнению 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

t

N N Nu t u t t u d r t u tα µ τ τ τ η′′ ′− + − − =∫  

( ) 00Nu u= , ( ) 00 .Nu u′ ′=  

 

(26) 

 

Погрешность ( ) ( ) ( )Nv t u t u t= −  удовлетворяет уравнению 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

t

Nv t v t t v d tα µ τ τ τ η′′ − + − − =∫  
(27) 

 

с условиями ( ) ( )0 0 0v v′= = . 

Интегрируя (27) дважды от 0 до t и применяя Лемму Белмана [1], получим  

( ) ( ) 2
1

0
exp max N

t T
v t T N t hψ

≤ ≤
′≤ , 

(28) 

 

где ( ) ( )2

1

0

T

N t t dα τ µ τ τ= + − −∫ . 

( )
0
max N
t T

tη
≤ ≤

′  оценивается из уравнения (26), как это делается в работе [3], вначале получа-

ем оценки для Nu  и Nu′′  через параметры уравнения. 

Окончательно для погрешности ( )v t  имеем оценку ( ) 2v t Lh≤ , где L  выражается через па-

раметры уравнения. 

Полученные оценки носят априорный характер и всегда можно заранее выбрать h (разбивку) 

так, чтобы получилось заданная точность приближенного решения. 

В качестве примера рассмотрим уравнение  

( ) ( ) ( ) ( )
0

t

u t u t t u d tτ τ τ′′ ′− + − =∫  (29) 

С условиями ( )0 1u = , ( )0 0u′ =  с разбивкой h=0.1 на промежутке [0, 1]. 

Используя предложенную методику построения приближенного решения, получим погреш-

ность ( ) 12 10v t −≤ ⋅ . 
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Abstract. The paper presents a detailed algorithm for constructing an approximate solution of one class of in-

tegro-differential equations, and shows the possibility of implementing this algorithm based on the method of oscillat-

ing functions, which is used for the numerical solution of differential, integral, and integro-differential equations for 

different classes of these equations. An error estimate is given to obtain the error at each partial interval. In the general 

case, it is a posteriori, but for the cases of one class of integro-differential equations, a priori error estimates are ob-
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tained. The error estimate, which gives an estimate of the difference between the exact and approximate solutions, 

allows you to get the error at each interval. The paper presents an example of an approximate solution of a class of 

integro-differential equation in the Mathcad software package, which results in an error estimate for this equation. 
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