


Вестник Вятского государственного гуманитарного университета 

конышеваникс 
- 
8 

Вятский государственный университет 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Математический вестник 

Вятского государственного 

университета 
 
 

Н а у ч н ы й  ж у р н а л  
 
 
 
 

№ 4 (23) 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Киров 
2021 



 
Математический вестник Вятского государственного университета, 2021, № 4 (23) 
 

 2 

УДК 51(051) 
М34 

 
Главный редактор 

Е. М. Вечтомов, доктор физико-математических наук, профессор,  
Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 0000-0002-3490-2956. 

Заместители главного редактора 
С. И. Калинин, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук, профессор,  

Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 0000-0001-5439-9414; 
Д. Е. Прозоров, доктор технических наук, профессор,  Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 0000-0002-3577-8838. 

Ответственный секретарь 
В. И. Варанкина, кандидат физико-математических наук, доцент,  

Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 0000-0003-4166-1182. 

 
Состав редакционной коллегии: 
Н. А. Беляева, доктор физико-математических наук, доцент, Сыктывкарский государственный университет им. Питирима Со-
рокина (г. Сыктывкар);  
Н. А. Бушмелева, кандидат педагогических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров);  
И. В. Игнатушина, доктор педагогических наук, доцент, Оренбургский государственный педагогический университет (г. Оренбург);  
С. Н. Ильин, кандидат физико-математических наук, доцент, Казанский (Приволжский) федеральный университет (г. Казань);  
Г. А. Клековкин, кандидат физико-математических наук, доцент (г. Самара);  
И. Б. Кожухов, доктор физико-математических наук, профессор, Национальный исследовательский университет «МИЭТ»  
(г. Москва), ORCID: 0000-0002-1918-6197;  
Е. В. Котельников, доктор технических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 0000-0001-9745-1489;  
Е. Н. Лубягина, кандидат физико-математических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 
0000-0001-5071-6208;  
А. А. Махнев, доктор физико-математических наук, профессор, член-корреспондент РАН, Институт математики и механики 
им. Н. Н. Красовского УрО РАН (г. Екатеринбург);  
А. В. Михалёв, доктор физико-математических наук, профессор, Московский государственный университет им. М. В. Ломоно-
сова (г. Москва);  
Н. Н. Непейвода, доктор физико-математических наук, профессор, Институт программных систем РАН (г. Переславль-Залес-
ский), ORCID: 0000-0002-7869-8053;  
В. П. Одинец, доктор физико-математических наук, профессор, Санкт-Петербургский государственный университет (г. Санкт-Пе-
тербург);  
С. М. Окулов, доктор педагогических наук, кандидат технических наук, профессор, Вятский государственный университет (г. Киров);  
Е. А. Перминов, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук, доцент, Российский государственный про-
фессионально-педагогический университет (г. Екатеринбург);  
Н. И. Петров, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук, доцент, Сыктывкарский государствен-
ный университет им. Питирима Сорокина (г. Сыктывкар);  
В. В. Сидоров, кандидат физико-математических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 
0000-0002-7303-4485;  
П. М. Симонов, доктор физико-математических наук, профессор, Пермский национальный исследовательский государственный 
университет (г. Пермь), ORCID: 0000-0001-6357-662Х;  
И. М. Смирнова, доктор педагогических наук, профессор, Московский педагогический государственный университет (г. Москва);  
О. А. Сотникова, доктор педагогических наук, доцент, Сыктывкарский государственный университет им. Питирима Соро-
кина (г. Сыктывкар);  
Т. Н. Суворова, доктор педагогических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров);  
В. А. Тестов, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук, профессор, Вологодский государствен-
ный университет (г. Вологда);  
А. А. Фомин, доктор физико-математических наук, профессор, Московский педагогический государственный университет (г. Москва);  
В. В. Чермных, доктор физико-математических наук, доцент, Сыктывкарский государственный университет им. Питирима 
Сорокина (г. Сыктывкар), ORCID: 0000-0002-8650-4554;  
Д. В. Чупраков, кандидат физико-математических наук, доцент, Вятский государственный университет (г. Киров), ORCID: 
0000-0003-0042-3700;  
А. В. Шатров, доктор физико-математических наук, профессор, Вятский государственный университет (г. Киров);  
А. В. Ястребов, доктор педагогических наук, кандидат физико-математических наук, профессор, Ярославский государствен-
ный педагогический университет им. К. Д. Ушинского (г. Ярославль). 

 
Научный журнал «Математический вестник Вятского государственного университета» 

как средство массовой информации зарегистрирован в Роскомнадзоре  
(Свидетельство о регистрации СМИ Эл  № ФС77-80462 от 01 марта 2021 г.) 

Учредитель журнала – ФГБОУ ВО «Вятский государственный университет» 
Адрес издателя: 610000, г. Киров, ул. Московская, 36, 

тел. (8332) 208-964 (Научное издательство ВятГУ) 
Адрес редакции: 610000, г. Киров, ул. Московская, 36, 

тел. (8332) 208-964 (Научное издательство ВятГУ) 
Редактор А. В. Мариева 

Компьютерная верстка Л. А. Кислицына  
Редактор выпускающий А. Ю. Егоров 

Ответственный за выпуск И. В. Смольняк  
Цена свободная 

© Вятский государственный университет (ВятГУ), 2021 
  



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 4 (23), 2021                                    

 

  3 

 
 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

 
 

МАТЕМАТИКА  
Вечтомов Е. М. Изучение основ теории полуколец. Простые идеалы .......................................... 4 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Запольских С. Н. Математическое моделирование магнитных потоков в 
электромеханических системах с постоянным потокосцеплением ........................................... 15 

 

МЕТОДИКА ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ 

Варанкина В. И., Канаева О. А. Об опыте дистанционного обучения математике 
 учеников 5–6 классов ......................................................................................................................................... 20 

Зеленина Н. А., Крутихина М. В. Некоторые итоги  
Единого государственного экзамена по математике 2021 года  
(профильный уровень) в Кировской области ........................................................................................ 26 

Дементьева А. И., Лубягина Е. Н., Шабалин Д. В. Разработка  
специализированных сайтов по математике и информатике....................................................... 33 

 

ИСТОРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

Латышева Л. П. Кафедра математического анализа  
Пермского педуниверситета и ее преподаватели ................................................................................ 46 
  

 



 
Математический вестник Вятского государственного университета, 2021, № 4 (23) 
 

 4 

 

 

МАТЕМАТИКА  
 

 
 
УДК 512.55  DOI 10.25730/VSU.0536.21.021 

 

Изучение основ теории полуколец. Простые идеалы  
1 

Е. М. Вечтомов  
доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафедрой фундаментальной математики, 

 Вятский государственный университет. Россия, г. Киров. ORCID: 0000-0002-3490-2956. E-mail: vecht@mail.ru 
 

Аннотация. Работа носит математико-методический характер. Анализируются вопросы содержания и 
методики первоначального изучения абстрактной теории полуколец. Дано оригинальное изложение введе-
ния в теорию полуколец. Обучение студентов современной теории полуколец целесообразно начинать с изу-
чения коммутативных полуколец. Рассматривается тема простых идеалов в структурной теории коммутатив-
ных полуколец с нулем и единицей. Разобраны соответствующие примеры. Предложена система учебных 
упражнений и учебно-исследовательских задач о полукольцах.  

 
Ключевые слова: полукольцо, коммутативное полукольцо, простой идеал, обучение теории полуколец, 

упражнение, учебная исследовательская задача.  

 
Введение  

Изучение теории полуколец следует, на наш взгляд, начинать с элементов теории коммута-
тивных полуколец, по аналогии с изучением коммутативных колец в теории колец и модулей [1; 17, 
глава 2]. В качестве содержательного введения в теорию полуколец хорошо подходит тема простых 
идеалов в коммутативных полукольцах, которая достаточно дидактична и поучительна. Этот мате-
риал предназначается участникам студенческого учебно-исследовательского семинара (кружка) по 
алгебре [9].  

В завершающей части статьи приводится система упражнений и учебных исследовательских за-
дач для самостоятельного решения и размышлений. Такие системы заданий весьма полезны при изу-
чении абстрактной алгебры [5]. Методике изучения алгебраических объектов посвящена работа [14].  

Укажем издания, на которые можно опереться при изучении теории полуколец: по теории 
полуколец – это [4; 10, глава 1; 11, глава 1; 12; 22], по общей алгебре – [8, глава 2; 13; 16, глава V; 19; 
20], по теории решеток – [2; 5; 8, глава 3; 15; 18], по общей топологии – [8, глава 4; 21].  

Предварительные сведения  
Алгебраическая структура S, +,  называется полукольцом, если S, + – коммутативная полу-

группа, S,  – полугруппа, операция умножения  дистрибутивна относительно операции сложения + с 
обеих сторон: a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc для любых a, b, c S.  

Мы не будем давать полукольцевые определения общеалгебраических и кольцевых понятий, 
таких, как подполукольцо, идеал, гомоморфизм, конгруэнция, фактор-полукольцо, прямое произве-
дение, упорядоченное множество, решетка, нулевой элемент 0, единичный элемент 1.  

Полукольцо с коммутативным умножением называется коммутативным. Полукольцо назы-
вается аддитивно идемпотентным (мультипликативно идемпотентным), если оно удовлетворяет 
тождеству x+x=x (xx=x). Коммутативное полукольцо будет дистрибутивной решеткой, если оно 
мультипликативно идемпотентно и удовлетворяет тождеству поглощения x+xy=x. Дистрибутивная 
решетка S с нулем 0 и единицей 10 называется булевой решеткой, если каждый элемент aS имеет 
дополнение bS: a+b=1, ab=0. Полукольцо S называется кольцом, если его аддитивная полугруппа S, 
+ является коммутативной группой с нейтральным элементом нуль 0. Мультипликативно идемпо-
тентное кольцо называется булевым.  

В статье рассматриваются коммутативные полукольца S с нулем 0 и ненулевой единицей 1 
(если не оговорено иное).  

Для идеалов A и B полукольца S через AB обозначается идеал в S, состоящий из всевозможных 
(конечных) сумм произведений ab, где aA, bB. Ясно, что ABAB.  

Для семейства (Ai)iI идеалов Ai полукольца S под суммой семейства (Ai)iI понимается идеал  

                                                                 
© Вечтомов Е. М., 2021 
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iI Ai=(iF Ai) по конечным множествам FI  
полукольца S, состоящий из сумм вида ak+al+…+am, akAk, alAl,…, amAm при F={k, l,…, m} – конечном 
подмножестве индексного множества I.  

Множество IdS всех идеалов полукольца S с бинарным отношением включения  является 
полной решеткой, т. е. любое непустое множество {Ai: iI} идеалов Ai полукольца S имеет точную 
верхнюю грань iI Ai и точную нижнюю грань iI Ai. Наименьший элемент решетки IdS есть нуле-
вой идеал {0}, а наибольший элемент – само полукольцо S.  

Множество ConS всех конгруэнций на полукольце S относительно включения  также будет 
полной решеткой. Точной нижней гранью непустого множества {i: iI} конгруэнций на S в решетке 
ConS является пересечение iI i данных конгруэнций. Наименьшим элементом решетки ConS слу-
жит отношение равенства на S, а наибольшим элементом – одноклассовая конгруэнция на S.  

Полукольцо S называется:  
– полукольцом с делением, если любой ненулевой элемент в S обратим;  
– полуполем, если S – полукольцо с делением, не являющееся кольцом; 
– антикольцом, если s+t=0  s=0 для любых s, tS.  
Идеал A полукольца S называется собственным, если AS; это равносильно тому, что 1A.  
Собственный идеал J полукольца S называется:  
– простым, если a, bS (abJ  (aJ  bJ));  
– максимальным, если JI влечет I=S для любого идеала I в S;  
– строгим, если a, bS (a+bJ  aJ);  
– полустрогим, если a, bS (a, a+bJ  bJ).  
Строгие идеалы в полукольцах являются полустрогими, но, вообще говоря, не наоборот.  

В кольце все идеалы полустрогие, а строгим будет только само кольцо. В дистрибутивных решетках 
все идеалы строгие.  

Важную роль в общей теории полуколец играет конгруэнции Берна по идеалам полуколец.  
Конгруэнцией Берна на полукольце S с нулем по его идеалу J называется бинарное отношение 

(J) на S, определяемой формулой: для любых s, tS  
s(J)t  a, bJ (s+a=t+b).  

Легко видеть, что (J) есть конгруэнция на полукольце S, причем J[0](J). Идеал J образует 
класс нуля некоторой конгруэнции (равносильно, конгруэнции (J)) на S тогда и только тогда, ко-
гда J будет полустрогим идеалом. Конгруэнция Берна (J) будет наименьшей среди конгруэнций  
на полукольце S, для которых [0]=[0](J).  

Отметим, что конгруэнции на любом кольце S суть в точности конгруэнции Берна по различ-
ным идеалам J в S, т. е. отношения сравнимости по J: s(J)t  s–tJ.  

Для произвольного полукольца S с нулем 0 положим  
r(S)={sS: tS (s+t=0} –  

это множество всех элементов из S, имеющих противоположный элемент.  
Ясно, что r(S) – строгий идеал полукольца S, являющийся кольцом. Равенство r(S)=S означает, 

что S – кольцо. В случае равенства r(S)={0} получаем антикольцо S.  
Имеет место следующая структурная  
Теорема 0 [3, с. 25]. Для любого полукольца S с нулем 0 класс нуля конгруэнции Берна (r(S)) по 

идеалу r(S) совпадает с кольцом r(S), а соответствующее фактор-полукольцо S/(r(S)) является 
антикольцом.  

Лемма Цорна. Если в произвольном упорядоченном множестве X,  любая цепь (линейно упоря-
доченное подмножество) ограничена сверху, то в X существует максимальный элемент m (mx  x=m 
для всякого xX).  

Заметим, что лемма Цорна эквивалентна аксиоме выбора в теории множеств. Она часто при-
меняется в теоретико-множественных рассуждениях, в абстрактной алгебре, общей топологии, 
функциональном анализе.  

Простые идеалы  
Приведем ряд утверждений о структурных свойствах полуколец S, связанных с простыми 

идеалами полуколец.  
Непустое подмножество M полукольца S называется мультипликативно замкнутым, если 

abM для любых a, bM, т. е. M – подполугруппа мультипликативной полугруппы S,  полуколь-
ца S.  

Предложение 1. Если в полукольце S даны непересекающиеся мультипликативно замкнутое 
множество M и идеал J (MJ=), то в S существует простой идеал P, такой, что JP и MP=.  
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Доказательство. Образуем множество X всех тех идеалов A полукольца S, которые содержат J 
и не пересекаются с M. Множество X не пусто, так как содержит идеал J. Рассмотрим упорядоченное 
множество X, . Пусть {Ai: iI} – цепь в X, : AiX, AiAj или AjAi для любых индексов i, jI. Ее 
объединение A=Ai является идеалом в S (упражнение 4). Поскольку JA и MA=, то AX, причем 
A=sup{Ai: iI} в X, . Значит, упорядоченное множество X,  удовлетворяет условию леммы Цор-
на. Следовательно, по лемме Цорна X обладает максимальным элементом P: если BX и PB, то B=P; 
другими словами, если PB для идеала B полукольца S, то MB.  

Остается доказать, что идеал P – простой. Возьмем в S любые элементы a, bP, и рассмотрим 
идеалы P+aS и P+bS (упражнение 1). Так как a=0+a1P+aS и bP+bS, то, в силу максимальности 
идеала P в X, (P+aS)M и (P+bS)M. Стало быть, p+asM и q+btM для некоторых элементов p, 
qP и s, tS. Найдем произведение полученных элементов:  

c=(p+as)(q+bt)=pq+pbt+asq+asbt. 
Элемент с принадлежит мультипликативно замкнутому множеству M. Первые три слагаемые 

правой части равенства принадлежат идеалу P. Поэтому четвертое слагаемое asbt=(ab)stP, откуда 
abP. Тем самым, установлена простота идеала P.  

Обозначим через SpecS множество всех простых идеалов полукольца S и через radS множество 
всех нильпотентных элементов полукольца S.  

Теорема 1. Полукольцо S обладает следующими свойствами:  
1) полукольцо S имеет хотя бы один простой идеал, т. е. множество SpecS непусто;  
2) максимальные идеалы полукольца S являются простыми;  
3) каждый собственный идеал полукольца S содержится в некотором его максимальном идеале;  
4) множество radS совпадает с пересечением всевозможных простых идеалов в S;  
5) множество radS является идеалом полукольца S. 
Доказательство. 1. Достаточно применить предложение 1 к J={0} и M={1}.  
2. Пусть N – максимальный идеал полукольца S. Положим M={1}. Поскольку 1N, то MN=. 

По предложению 1 в S существует простой идеал P, содержащий N. Откуда N=P – простой идеал.  
3. Пусть J – собственный идеал полукольца S. При M={1} имеем MJ=. Тогда идеал P из доказа-

тельства предложения 1 и будет искомым максимальным идеалом в S, содержащим данный идеал J.  
4. Пусть aradS, т. е. an=0 для подходящего натурального числа n. Возьмем произвольный про-

стой идеал P полукольца S. Поскольку an=0P, то aP или an–1P; если an–1P, то aP или an–2P; и т. д. 
В любом случае на (n–1)-м шаге получим aP. Значит, radS {P: P – простой идеал в S}=SpecS.  

Обратно, пусть aS\radS, т. е. элемент a не нильпотентен. Тогда мультипликативно замкнутое 
множество M={a, a2,…, an,…} всех натуральных степеней элемента a не содержит 0, стало быть, не 
пересекается с нулевым идеалом. По предложению 1 существует простой идеал P в S, не содержа-
щий a. По закону контрапозиции SpecS radS. Тем самым, установлено равенство radS=SpecS.  

5. Вытекает из свойств 1 и 4 в силу упражнения 2.  
Для произвольного элемента a полукольца S положим  

D(a)={PSpecS: aP} и 
: S{D(a): aS}B(SpecS), (a)=D(a) для всех aS.  

Легко видеть, что для любых элементов a, bS:  
1) D(0)=, D(1)=SpecS;  
2) D(ab)=D(a)D(b);  
3) D(a+b)D(a)D(b).  
Замечание 1. Если отображение  является изоморфным вложением полукольца S в булеан 

B(SpecS), , , т. е.  осуществляет изоморфизм S на решетку множеств {D(a): aS}, то полукольцо 
S будет дистрибутивной решеткой. Булеан B(SpecS), ,  является булевой решеткой.  

Отображение  инъективно  простые идеалы полукольца S разделяют его элементы, т. е. 
для любых двух различных элементов a, bS существует простой идеал P в S, содержащий ровно 
один из этих элементов: aP и bP, либо aP и bP. Дистрибутивные решетки и булевы кольца об-
ладают указанным свойством. Докажем это в более общем полукольцевом виде.  

Произвольное полукольцо, не обязательно коммутативное или имеющее 0 и 1, с тождеством 
xx=x называется мультипликативно идемпотентным. Мультипликативно идемпотентное кольцо 
называется булевым. Заметим, что любое булево кольцо удовлетворяет тождествам x+x=0 и xy=yx 
(упражнение 12).  

Теорема 2. Для того чтобы простые идеалы полукольца S разделяли его элементы, необходи-
мо и достаточно, чтобы S было мультипликативно идемпотентно.  

Доказательство. . Пусть простые идеалы полукольца S разделяют его элементы. Для любых aS 
и PSpecS имеем: aP  a2P, т. е. элементы a и a2 не разделяются простыми идеалами. Значит, a2=a.  
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. Возьмем в мультипликативно идемпотентном полукольце S элементы ab. Если abS и 
baS, т. е. a=bs и b=at для некоторых s, tS, то as=a, bt=b и a=abs=abts=abt=b. Поэтому либо abS, ли-
бо baS. Если abS, то применив к M={a} и J=bS предложение 1.1, получим простой идеал P в S, со-
держащий элемент b и не содержащий элемент a. Аналогично, если baS, то в S найдется простой 
идеал, содержащий элемент a и не содержащий элемент b.  

Теорема A. Для любой ограниченной дистрибутивной решетки S отображение  является 
изоморфизмом S на подрешетку {D(a): aS} булеана B(SpecS) с операциями объединения  и пересече-
ния .  

Доказательство. В силу сказанного выше и теоремы 2 достаточно доказать включение 
D(a)D(b)D(a+b) для любых a, bS. Пусть a, bS и PD(a)D(b), скажем, PD(a), т. е. aP. Тогда по 
закону поглощения a(a+b)=a и a+bP, т. е. PD(a+b).  

Теорема B. Для любого булева кольца S с ненулевой единицей 1 отображение  будет изомор-
физмом S на подкольцо {D(a): aS} булеана B(SpecS) с операциями симметрической разности  и пе-
ресечения .  

Доказательство. По теореме 2 простые идеалы булева кольца S разделяют его элементы. 
Остается доказать равенство D(a+b)=D(a)D(b) для любых a, bS.  

Пусть PD(a+b), значит, a+bP. По отмеченному выше PD(a)D(b). Имеем (1+a)+(1+b)=a+bP, 
откуда PD(1+a)D(1+b). Если PD(1+a), т. е. 1+aP, то aP в силу a(1+a)=0, т. е. PD(a). Если же 
PD(1+b), то PD(b). Следовательно, D(a+b)D(a)D(b).  

Обратно, пусть PD(a)D(b), т. е. PD(a)\D(b) или PD(b)\D(a). Скажем, PD(a)\D(b). Тогда 
aP и bP, и если a+bP, то a=a+b+bP, что невозможно. Аналогично, PD(b)\D(a) влечет a+bP. 
Поэтому a+bP, т. е. PD(a+b). Получили обратное включение D(a)D(b)D(a+b).  

Замечание 2. Теоремы A и B суть первые представления абстрактных дистрибутивных реше-
ток и булевых колец решетками и кольцами множеств, полученные американскими математиками 
Гарретом Биркгофом (1911–1996) и Маршаллом Стоуном (1903–1989) в 30-е годы XX столетия.  

Пример 1. Возьмем двухэлементное полукольцо с S={0, 1} нулем 0 и единицей 1. В S умноже-
ние определяется однозначно: 0+0=0 и 0+1=1+0=1. Если 1+1=0, то полукольцо S изоморфно двух-
элементному полю Z2, являющемуся булевым кольцом; если же 1+1=1, то S изоморфно двухэле-
ментной цепи B. 

Простой спектр  
Для произвольного идеала A полукольца S положим  

D(A)={PSpecS: (AP)} и Z(A)=SpecS\D(A)={PSpecS: AP}. 
Для собственного идеала A полукольца S определим радикал radA идеала A как пересечение 

всех простых идеалов, его содержащих: radA={PSpecS: AP}=Z(A). В частности, D(aS)=D(a) и 
Z(a)={PSpecS: aP} для всех элементов aS. Ясно, что AradA и radA есть полупростой идеал полу-
кольца S: если anradA, aS и nN, то aradA.  

Замечание 3. По определению, радикал rad{0} нулевого идеала {0} совпадает с ниль-радика-
лом radS самого полукольца S.  

Легко видеть, в силу предложения 1, что верно  
Предложение 2. Для любых идеалов A и B полукольца S справедливы следующие утверждения:  
1. AradA.  
2. A=radA  A –полупростой идеал.  
3. rad(radA)=radA.  
4. AB  radAradB.  
5. D(A)D(B)  radAradB. 
6. D(A)=D(B)  radA=radB. 
Предложение 3. Для любых идеалов A, B и любого семейства идеалов (Ai)iI полукольца S име-

ют место следующие утверждения:  
1) AB  D(A)D(B);  
2) D(A)D(B)=D(A+B);  
3) iID(Ai)=D(iI Ai);  
4) D(A)D(B)=D(AB)=D(AB);  
5) D(A)=aA D(a);  
6) iI Ai=S  iF Ai=S для некоторого конечного множества FI.  
Доказательство. 1. Очевидно.  
2. вытекает из 3.  
3. По 1 имеем iID(Ai)D(iI Ai). Пусть PD(iI Ai), т. е. идеал iIAi не содержится в P. Тогда и 

некоторый идеал Ai не лежит в P, т. е. PD(Ai)iID(Ai) по 1. Получили обратное включение.  
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4. По 1 D(AB)D(AB)D(A)D(B). Пусть PD(A)D(B), т. е. существуют элементы aA\P и 
bB\P. Тогда abAB, но abP, т. е. PD(AB). Следовательно, D(A)D(B)=D(AB), что доказывает утвер-
ждение 4.  

5. Поскольку A=aA aS=aA aS, то применим утверждение 3.  
6. Пусть iI Ai=S. Тогда 1iI Ai, т. е. 1iF Ai для подходящего конечного множества индек-

сов F. Такой идеал iF Ai совпадает с S.  
Топологизируем множество SpecS простых идеалов полукольца S.  
Свойство (1) и утверждения 3 и 4 показывают, что множество  

={D(A): AIdS}  
образует топологию на множестве SpecS всех простых идеалов полукольца S. Получаем топологиче-
ское пространство SpecS, , называемое простым спектром полукольца S. Множества D(A), по всем 
идеалам A в S, называются открытыми множествами топологического пространства SpecS, а их 
дополнения Z(A)=SpecS\D(A)={PSpecS: AP} – замкнутыми множествами. Утверждение 5 предло-
жения 3 означает, что открытые множества D(a), aS, составляют (открытую) базу топологии . То-
пология  относительно включения , как показывают свойство (1) и утверждение 3 предложе-
ния 3, будет полной решеткой с наименьшим элементом  и наибольшим элементом SpecS.  

Множество MaxS всех максимальных идеалов полукольца S является непустым подмноже-
ством множества SpecS по теореме 1. Рассмотрим MaxS как подпространство простого спектра с ин-
дуцированной топологией: открытыми множествами в MaxS будут множества D(A)MaxS по всем 
AIdS. Полученное топологическое пространство MaxS называется максимальным спектром полу-
кольца S. Равенство MaxS=SpecS означает максимальность всех простых идеалов полукольца S.  

Замечание 4. Элементами, точками простого спектра SpecS (максимального спектра MaxS), 
как топологического пространства, служат простые идеалы (максимальные идеалы) полукольца S.  

Рассмотрим топологические свойства простого спектра SpecS.  
Топологическое пространство X называется:  
– Т0-пространством, если для любых двух его различных точек существует открытое множе-

ство в X, содержащее ровно одну из них;  
– Т1-пространством, если для любых двух его различных точек x, y существует открытое 

множество в X, содержащее x и не содержащее y;  
– хаусдорфовым (Т2-пространством), если для любых двух его различных точек x, y в X суще-

ствуют непересекающиеся открытые множества U и V, такие, что xU и yV;  
– компактным, если каждое его открытое покрытие X=iIUi содержит конечное подпокрытие 

X=iFUi, где множества Ui (iI) открыты в X и F – конечное подмножество в I.  
Теорема 3. Имеют место следующие утверждения:  
1. Простой спектр SpecS полукольца S является компактным T0-пространством.  
2. Открытые множества D(a), aS, будут компактными множествами пространства SpecS.  
3. Максимальный спектр MaxS полукольца S является компактным T1-пространством.  
Доказательство. 1. Пусть PQ – различные точки SpecS. Имеем (PQ) или (QP). В первом 

случае найдется элемент aP\Q, и тогда QD(a) и PD(a). Во втором случае, для некоторого эле-
мента aS получаем PD(a) и QD(a). Тем самым, SpecS есть Т0-пространство.  

Для доказательства компактности пространства SpecS возьмем произвольное его открытое 
покрытие iIUi. Для каждого индекса iI имеем Ui=D(Ai) для соответствующего идеала Ai полуколь-
ца S. В силу утверждения 3) предложения 3 SpecS=iID(Ai)=D(iI Ai). Если идеал iI Ai – собствен-
ный, то по теореме 1, свойства 3) и 2), он содержится в некотором простом идеале P, что невозмож-
но. Значит, iI Ai=S, откуда по утверждению 6) предложения 3 iF Ai=S для некоторого конечного 
множества FI. Поэтому SpecS=D(S)=D(iF Ai)=iF D(Ai)=iF Ui – конечное подпокрытие данного 
открытого покрытия iIUi. Что доказывает компактность SpecS.  

2. Компактность открытого множества D(a), aS, доказывается точно так же, как компакт-
ность SpecS=D(1).  

3. Если MN в MaxS, то существует элемент aN\M, т. е. MD(a) и ND(a). Стало быть, MaxS 
есть Т1-пространство. Компактность пространства MaxS доказывается аналогично компактности 
SpecS.  

Теорема C. Для любой ограниченной дистрибутивной решетки S множества D(a), aS, суть в 
точности компактные открытые множества компактного T0-пространства SpecS.  

Доказательство. В силу теоремы 3, пункты 1 и 2, достаточно показать, что любое компактное 
открытое множество U простого спектра равно D(a) для некоторого элемента aS. Имеем U=D(A) 
для подходящего идеала A полукольца S. По утверждению 5) предложения 3 D(A)=aA D(a) – от-
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крытое покрытие компактного множества U=D(A). Тогда U=aF D(a) для конечного множества 
F={a1, a2, …, an}A. На основании теоремы A U=D(a1)D(a2)…D(an)=D(a1+a2+…+an), что и требова-
лось доказать.  

Наделим цепь B топологией связного двоеточия, считая множество {1} открытым и незамкну-
тым. Получаем топологическую дистрибутивную решетку B.  

Для произвольного топологического пространства X положим:  
C(X, B)={f: X  B: f – непрерывная функция} – 

это дистрибутивная решетка непрерывных B-значных функций на X с поточечными операциями 
сложения и умножения функций:  

(f+g)(x)=f(x)+g(x) и (fg)(x)=f(x)g(x) для всех f, gC(X, B) и xX.  
Предложение 4. Любая дистрибутивная решетка S с ненулевой единицей изоморфно вклады-

вается в дистрибутивную решетку C(SpecS, B), причем, если решетка S конечная, то она изоморфна 
решетке C(SpecS, B).  

Доказательство. Пусть S – ограниченная дистрибутивная решетка с 10. Для каждого эле-
мента aS определим функцию fa: SpecS  B={0, 1} формулой:  

fa(P)=1  PD(a)  PSpecS.  
Тем самым, fa есть характеристическая функция множества D(a)SpecS. Функция fa будет не-

прерывной функцией SpecSB с компактным прообразом (fa)–1=D(a) в силу теоремы C. Если f: 
SpecS  B – какая-то непрерывная функция, то множество f–1({1}) открыто в пространстве SpecS.  
И если, кроме того, множество f–1({1}) компактно, то по теореме C имеем f–1({1})=D(a) для некоторо-
го элемента aS, т. е. f=fa.  

Определим отображение : S  C(SpecS, B), (a)=fa для любого aS. Легко видеть, опираясь на 
теорему A, что  является изоморфным вложением абстрактной дистрибутивной решетки S в дис-
трибутивную решетку C(SpecS, B) всех непрерывных {0, 1}-значных функций, заданных на простом 
спектре SpecS: для любых a, bS имеем (a+b)=(a)+(b), (ab)=(a)(b) и, в силу теоремы A, (a)=(b) 
влечет a=b. При этом (0) и (1) – функция-константа 0 и функция-константа 1, соответственно. 
Изоморфным образом (S) решетки S будет подрешетка решетки C(SpecS, B), содержащая в точно-
сти те непрерывные функции f, которые имеют компактные прообразы f–1({1}). Если исходная дис-
трибутивная решетка S – конечная, то  – решеточный изоморфизм S на C(SpecS, B).  

Пример 2. Пусть S=L3L3 – девятиэлементная дистрибутивная решетка, равная прямому про-
изведению трехэлементной цепи L3={01} на себя. По предложению 4 решетка S изоморфна 
C(SpecS, B) с помощью изоморфизма . Найдем простой спектр SpecS. Обозначим: 0=(0,0), a=(0,), 
b=(0,1), c=(,0), d=(,), e=(,1), f=(1,0), g=(1,), 1=(1,1). Все идеалы конечной решетки S={0, a, b, c, d, e, 
f, g, 1} главные, т. е. равны sS при sS. Простыми будут четыре идеала P=bS, M=eS, Q=fS, N=gS, два из 
которых M, N – максимальные, т. е. SpecS={bS, eS, fS, gS}={P, Q, M, N} и MaxS={M, N}. Открытыми мно-
жествами простого спектра SpecS дистрибутивной решетки S являются базисные открытые множе-
ства D(a)={Q}, D(b)={Q, N}, D(c)={P}, D(d)={P, Q}, D(e)={P, Q, N}, D(f)={P, M}, D(g)={P, Q, M}, не считая 
D(0)= и D(1)=SpecS.  

Имеем (s)=fsC(SpecS, B)=C({P, Q, M, N}, {0, 1}) для любого элемента sS, при этом fs – характе-
ристическая функция множества D(s). Вычислим, скажем, функцию fe. Поскольку D(e)={P, Q, N}, то 
fe(P)=1, fe(Q)=1, fe(M)=0, fe(N)=1. Поэтому функцию fe можно отождествить со строкой (1, 1, 0, 1), имея 
в виду указанный порядок простых идеалов в спектре – P, Q, M, N. Тогда получаем: f0=(0,0,0,0); 
fa=(0,1,0,0); fb=(0,1,0,1); fc=(1,0,0,0); fd=(1,1,0,0); fe=(1,1,0,1); ff=(1,0,1,0); fg=(1,1,1,0); f1=(1,1,1,1). Так как 
 – решеточный изоморфизм, то операции сложения и умножения элементов в S отвечают операци-
ям сложения и умножения упорядоченных четверок, состоящих из 0 и 1. Например, 
(b+c)=(e)=fe=(1,1,0,1)=(0,1,0,1)+(1,0,0,0)=fb+fc=(b)+(c). При этом  осуществляет изоморфное вло-
жение S в булеву решетку B4=BBBB.  

Подмножество топологического пространства называется открыто-замкнутым, если оно од-
новременно открыто и замкнуто. Т1-пространство называется нульмерным, если его откры-
то-замкнутые множества образуют (открытую) базу в нем. Компактное хаусдорфово пространство 
называется компактом.  

Теорема D. Максимальный спектр MaxS любого булева кольца S с ненулевой единицей 1 явля-
ется нульмерным компактом, причем, множества D(a), aS, суть в точности компактные откры-
тые множества в MaxS.  

Доказательство. Пусть aS. Открытое множество D(a) компактно по пункту 2 теоремы 3. По-
скольку D(a+1)=SpecS\D(a), то множество D(a) открыто-замкнуто. По пункту 1 теоремы 3 простран-
ство SpecS является Т0-пространством. Возьмем PQ в SpecS. Тогда, скажем, QD(a) и PD(a) для 
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подходящего элемента aS. Поэтому Q лежит в открыто-замкнутом множестве D(a), а P – в его до-
полнении D(a+1). Значит, пространство SpecS хаусдорфово. Любое открытое в SpecS множество 
имеет вид D(A) для некоторого идеала A полукольца S. В силу утверждения 5) предложения 3 D(A) 
будет объединением «базисных» открыто-замкнутых множеств D(a), aA. Следовательно, SpecS 
есть нульмерное компактное хаусдорфово пространство.  

Замечание 5. Максимальный спектр MaxS произвольного булева кольца S, не обязательно со-
держащего единицу, совпадает с простым спектром SpecS кольца S и является нульмерным локаль-
но компактным хаусдорфовым пространством. Если булево кольцо S без единицы, то пространство 
MaxS не компактно, но компактны базисные открытые множества D(a), aS.  

Наделим поле Z2 дискретной топологией, т. е. множество {1} будем считать открыто-замк-
нутым. С дискретной топологией Z2 становится топологическим булевым кольцом.  

Рассмотрим булево кольцо C(MaxS, Z2) всех непрерывных Z2-значных функций на максималь-
ном спектре MaxS с поточечно заданными операциями сложения и умножения функций.  

Предложение 5. Любое булево кольцо S с ненулевой единицей изоморфно булевому кольцу 
C(MaxS, Z2), причем, если S конечно, то оно изоморфно булеануB(MaxS), , .  

Доказательство. Возьмем произвольное булево кольцо S с 10. Как и при доказательстве 
предложения 4, для любого aS определим функцию fa: MaxS  Z2={0, 1} формулой: fa(P)=1  
PD(a)  PMaxS. Функция fa будет непрерывной функцией MaxS  Z2 с компактным прообразом 
(fa)–1=D(a) в силу теоремы D. Если функция f: MaxS  Z2 непрерывна, то множество f–1({1}) откры-
то-замкнуто в пространстве MaxS. Поэтому множество f–1({1}) компактно, и по теореме D оно равно 
D(a) для некоторого элемента aS, т. е. f=fa.  

Далее введем отображение : S  C(MaxS, Z2), (a)=fa для всех aS. На основании теоремы B  
осуществляет изоморфизм исходного булева кольца S на булево кольцо непрерывных функций 
C(MaxS, Z2). Если булево кольцо S конечно, то MaxS – конечное дискретное пространство. Поэтому,  
в силу теоремы B, C(MaxS, Z2) изоморфно булеану B(MaxS) с операциями  и .  

Пример 3. Пусть S – множество всех конечных и коконечных (дополнений до конечных) под-
множеств натурального ряда N. Относительно сложения  и умножения  множество S становится 
счетным булевым кольцом. Характеристические функции конечных (коконечных) подмножеств в N 
представляют собой последовательности из 0 и конечного числа 1 (из 1 и конечного числа 0), кото-
рые складываются и умножаются покоординатно, причем, 1+1=0. Тем самым булево кольцо S изо-
морфно прямой сумме счетного семейства полей Z2: nNZ2  nNZ2. По предложению 5 S изоморф-
но булеву кольцу C(MaxS, Z2) всех непрерывных Z2-значных функций на нульмерном компакте MaxS, 
гомеоморфном MaxC(MaxS, Z2). Множества Mp={fC(MaxS, Z2): f(p)=0}, pMaxS, являются максималь-
ными идеалами булева кольца C(MaxS, Z2). Отметим, что собственный идеал J={fC(MaxS, Z2): f=0 
почти всюду} кольца C(MaxS, Z2) не содержится ни в одном идеале Mp, pMaxS, но, по пункту 3) тео-
ремы 1, J содержится в некотором максимальном идеале M кольца C(MaxS, Z2).  

Ниль-радикал  
Идеал radS называется ниль-радикалом полукольца S.  
Хорошо известно, что для колец ниль-радикал фактор-кольца кольца S по его ниль-радика-

лу – нулевой, т. е. rad(S/radS)={0}.  
Рассмотрим конгруэнцию Бёрна  полукольца S по идеалу radS.  
Предложение 6. Для антикольца S справедливы следующие утверждения: 
1) radS – строгий идеал;  
2) [0]=radS;  
3) rad(S/)={0} – нулевой идеал фактор-полукольца S/.  
Доказательство. 1. Пусть a, bS и a+bradS. Имеем (a+b)n=0 для некоторого натурального 

числа n. Тогда an+…+bn=0, откуда an=0 для антикольца S, т. е. aradS.  
2. Для строгого идеала radS имеет место равенство [0]=radS.  
3. Предположим, что ([c])n=[0], где nN. Тогда [cn]=[0], т. е. (cn)0 и cn+a=bradS. В силу 1 

cnradS, т. е. (cn)m=0 при некотором mN. Значит, cnm=0 и cradS. На основании 2 [c]=[0] – нулевой 
элемент фактор-полукольца S/.  

Пример 4. Возьмем (n+1)-элементную цепь S: 0=anan–1…a1 с порядковым сложением и 
циклическим умножением. Получаем коммутативное аддитивно идемпотентное полукольцо S с 
10, имеющее ровно n собственных идеалов: {0}{0, an–1}{0, an–1, an–2}…{0, an–1,…, a}=S\{1}. Все 
идеалы в S – строгие. Полукольцо S обладает единственным простым идеалом, равным максималь-
ному (наибольшему собственному) идеалу S\{1}, совпадающему с radS. Поэтому полукольцо S удо-
влетворяет условию максимальности простых идеалов, а также аннуляторному условию: аннулято-
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ры различных элементов различны. Кроме того, любая конгруэнция на полукольце S является кон-
груэнцией Бёрна  по некоторому идеалу J полукольца S: Jk={0, a,…, ak} при k=1, …, n–1; нулевому; 
несобственному S. Именно, нулевой класс [0] равен J, а остальные классы конгруэнции  – одно-
элементные. Решетка идеалов IdS и решетка конгруэнций ConS суть (n+1)-элементные цепи, т. е. 
они изоморфны: IdSConS.  

Пример 5. Рассмотрим множество S[x] всех многочленов с коэффициентами из фиксирован-
ного полукольца S от одной переменной x, коммутирующей с элементами полукольца S. Относи-
тельно обычных операций над многочленами S[x] будет коммутативным полукольцом с 0 и 1. Не-
трудно проверить, что ниль-радикал rad S[x]=(radS)[x] есть множество всех многочленов из S[x] с 
нильпотентными коэффициентами. В случае антикольца S полукольцо S[x] также будет антиколь-
цом. Тогда по предложению 4 идеалы radS и rad S[x] – строгие и ниль-радикалы фактор-полуколец 
S/ и S[x]/ по соответствующим конгруэнциям Берна – нулевые.  

Пример 6. Для натурального числа n возьмем главный идеал xnS[x] полукольца многочленов 
S[x]. Очевидно, идеал xnS[x] – полустрогий, стало быть, он равен классу 0 конгруэнции Берна  на по-
лукольце S[x] по xnS[x]. Положим T=S[x]/. Полукольцо T можно отождествить с множеством всех мно-
гочленов из S[x] степени  n–1 с обычным сложением многочленов и обычным умножением много-
членов, но с учетом соотношения xn0. Имеем radT=radSxT. И если S – антикольцо, то T/S/.  

Упражнения  
В упражнениях S – коммутативное полукольцо с 0 и 10.  
1. Сумма A+B идеалов A и B полукольца S является идеалом в S.  
2. Пересечение Ai любого непустого семейства (Ai)iI идеалов полукольца S – идеал в S. 
3. Когда объединение AB идеалов A и B полукольца S будет идеалом в S?  
4. Объединение Ai любой цепи {Ai: iI} идеалов полукольца S является идеалом в S.  
5. Когда пересечение AB простых идеалов A и B полукольца S будет простым идеалом в S? 
6. Объединение и пересечение любой цепи простых идеалов {Ai: iI} полукольца S будут про-

стыми идеалами в S.  
7. Множество IdS всех идеалов полукольца S, рассматриваемое с отношением включения , 

образует полную решетку.  
8. Для каких элементов aS верно равенство aS={a}? aS={0}? aS={1}?  
9. Для каких элементов aS верно равенство aS=S?  
10. Полукольцо S идеал-простое (имеет ровно два идеала)  S – полукольцо с делением.  
11. Полукольцо S – полукольцо с делением  S является полем или полуполем.  
12. В любом булевом кольце выполняются тождества x+x=0 и xy=yx.  
13. Найдите простой спектр и максимальный спектр дистрибутивной решетки, изоморфной 

прямому произведению двухэлементной цепи и трехэлементной цепи.  
14. Найдите простой спектр k-элементной цепи Lk.  
15. Идеалы аддитивно сократимого полукольца N0, +,  будут идеалами аддитивно идемпо-

тентного полукольца N0, , , где =max.  
16. Опишите все идеалы полуколец N0, ,  и N0, , , где =min.  
17. Изоморфны ли полукольца N0, ,  и N0, , ?  
18. Проверьте, что следующая алгебраическая структура является аддитивно идемпотентным 

полуполем: а) R{–}, , +; б) R{}, , +;  
в) R+, , . Здесь операция сложения  () есть взятие max (min) с наименьшим (наибольшим) 

элементом – (), а + и суть обычные операции сложения и умножения чисел с учетом равенств (–
)+r=r+(–)=(–), (–)+(–)=(–), +r=r+=, += для всех rR.  

19. Докажите, что полуполя R{–}, , + и R+, ,  изоморфны.  
20. Покажите, что полуполя R{}, , + и R+, ,  изоморфны. 

Учебные исследовательские задачи  
В этом разделе S – произвольное полукольцо.  
1. Когда AA+B для подполуколец A и B полукольца S?  
2. Найдите условия на полукольцо S, при выполнении которых AA+B для любых идеалов A и 

B в S.  
3. Когда сумма A+B подполуколец A и B полукольца S будет подполукольцом в S?  
4. Найдите условия на полукольцо S, при которых сумма A+B любых идеалов A и B полукольца 

S будет идеалом в S?  
5. Когда пересечение всех идеалов коммутативного полукольца S будет идеалом в S? А для не-

коммутативного полукольца S?  
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6. Когда элемент a полукольца S принадлежит главному правому идеалу aS (главному левому 
идеалу Sa)? Когда aaSSa?  

7. При каких условиях на полукольцо S верно aaS (aSa, aaSSa) для всех aS?  
8. Опишите наименьший идеал произвольного полукольца S, содержащий элемент aS.  
9. Когда aS=S (Sa=S) для элемента aS?  
10. При каких условиях на полукольцо S верно aS=S (Sa=S) для всех aS?  
11. Чему равна точная верхняя грань sup(A, B) идеалов A и B полукольца S в решетке IdS?  
12. Когда решетка IdS будет полной решеткой?  
13. Множество ConS всех конгруэнций на полукольце S, рассматриваемое с отношением вклю-

чения , образует полную решетку.  
14. Чему равна точная верхняя грань sup(, ) конгруэнций  и  на полукольце S в решетке ConS?  
15. Что из себя представляет решетка ConS для n-элементной цепи S? Начните с n=2, 3, 4.  
16. Пусть S, T – произвольные полукольца с 0 и 1. Тогда Id(ST)IdSIdT.  
17. Если S, T – полукольца с 0 и 1, то Con(ST)ConSConT.  
18. Когда коммутативное полукольцо будет идеал-простым?  
19. Когда коммутативное полукольцо будет конгруэнц-простым, т. е. имеет ровно две кон-

груэнции?  
20. Опишите все конгруэнции на полуполе R+ всех неотрицательных действительных чисел.  
21. Исследуйте кольцо M2(Z2) всех квадратных матриц второго порядка над двухэлементным 

полем Z2. Найдете в этом кольце: 1) элементы – обратимые, делители нуля, идемпотентные, ниль-
потентные, центральные; 2) идеалы – односторонние и двусторонние; 3) решетки левых и правых 
идеалов.  

22. Исследуйте полукольцо M2(B) всех квадратных матриц второго порядка над двухэлемент-
ной цепью B. Выполните задания 1)–3) из предыдущей задачи. Сравните свойства полуколец M2(B) 
и M2(Z2).  

23. Исследуйте свойства полуколец M3(B) и M2(L3) для трехэлементной цепи L3.  
24. Mn(Zp) – регулярное и идеально-простое кольцо для любых натурального числа n и про-

стого числа p, где Zp – p-элементное поле.  
25. Изучите свойства полуколец Mn(Lk) для произвольных натуральных чисел n и k.  
26. Для восьмиэлементного булева кольца S=Z2Z2Z2 найдите максимальный спектр MaxS и 

изоморфизм .  
27. Докажите, что любое мультипликативно идемпотентное полукольцо с нулем коммута-

тивно в нуле.  
28. Покажите, что двусторонность всех односторонних идеалов произвольного мультиплика-

тивно идемпотентного полукольца влечет его коммутативность.  
29. Докажите, что любое конечное булево кольцо изоморфно вложимо в счетное булево коль-

цо из примера 3.  
30. Установите естественное взаимно однозначное соответствие между классом всех булевых 

колец и классом всех булевых решеток.  
Заключение  

1. Теория полуколец – актуальный и развивающийся раздел абстрактной алгебры, которая, в 
свою очередь, является важной и неотъемлемой частью современной математики. Понятие полу-
кольца достаточно общо и, в то же самое время, достаточно содержательно для применений внутри 
математики и в компьютерных науках. Результаты и методы теории полуколец используются в 
многочисленных приложениях математики.  

2. Материал статьи представляет собой краткое введение в теорию полуколец. Предложенная 
система учебных и учебно-исследовательских задач позволяет студентам осознанно усвоить поня-
тийный аппарат теории полуколец.  

3. Изучение полукольцевой структуры целесообразно начинать с рассмотрения коммутатив-
ных полуколец с нулем и единицей. Для первоначального знакомства с теорией полуколец хорошо 
подходит тема простых идеалов.  

4. Понятие полукольца может быть включено в курс общей алгебры при обучении бакалав-
ров-математиков. В Вятском государственном университете (ВятГУ) магистранты-математики зна-
комятся с полукольцами при изучении дисциплин «Современная алгебра» [7] и «Упорядоченные 
множества и решетки» [5; 8, глава 3], а для аспирантов-алгебраистов читается курс «Функциональ-
ная алгебра и полукольца» [3].  

5. В настоящее время на кафедре фундаментальной математики ВятГУ ведется студенческий 
учебно-исследовательский семинар по алгебре [9], на котором изучаются темы «Мультипликатив-
но идемпотентные полукольца» [12] и «Полукольца непрерывных функций» [10].  
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Аннотация. Известно, что электромеханические системы, работающие в режиме с постоянным пото-

косцеплением, имеют более высокие энергетические показатели, и поэтому необходимо проводить изучение 
и исследование таких систем. Рассматривается преобразование накопленной магнитной энергии в работу 
электромагнитной силы на модели катушки в виде тора с магнитным сердечником и не магнитным зазором 
при постоянном потокосцеплении. Такая система взята в качестве «исходной», и полученные результаты мо-
гут быть распространены и на другие электромеханические системы, которые могут иметь практическое 
применение. Кроме того, она конструктивно выполнима и математические соотношения могут быть экспери-
ментально проверены. Выделен контур с основным магнитным потоком, проходящим по магнитному сердеч-
нику и рабочему зазору. И выделен контур с неосновным магнитным потоком, проходящим за пределами ос-
новного контура и имеющего постоянное магнитное сопротивление. Было показано, что при постоянном по-
токосцеплении магнитная энергия может передаваться из неосновного магнитного контура в основной маг-
нитный контур и преобразовываться в работу электромагнитной силы. За счет этого снижается вредное вли-
яние неосновных магнитных потоков на уменьшение энергетических показателей.  

 
Ключевые слова: математическое и физическое моделирование, накопители магнитной энергии, пре-

образование магнитной энергии, системы с постоянным потокосцеплением, энергетические характеристики. 

 
Электромеханические системы электромагнитного типа имеют большие магнитные потоки 

рассеяния. Эти неосновные магнитные потоки проходят за пределами основного, рабочего магнит-
ного потока, что приводит к снижению энергетических характеристик в традиционных электро-
магнитных системах. Известно, что электромеханические системы, работающие в режиме с посто-
янным потокосцеплением, имеют более высокие энергетические показатели [4]. Исследования 
электромагнитных двигателей на математических и численных моделях показывают, что при по-
стоянном потокосцеплении магнитная энергия неосновных магнитных потоков в конце такта ра-
боты уменьшается почти до нуля. Это дает основание предположить, что при постоянном потокос-
цеплении энергия неосновных магнитных потоков преобразуется тоже в работу электромагнитной 

силы. Это может являться одной из причин повышения 
энергетических показателей. Целью работы является 
разработка физической и математической модели маг-
нитных потоков для электромеханических систем с 
постоянным потокосцеплением и исследование влия-
ние неосновных магнитных потоков на энергетические 
характеристики.  

Рассматривается преобразование накопленной 
магнитной энергии в работу электромагнитной силы 
при постоянном потокосцеплении на модели катушки с 
магнитодвижущей силой  twi , выполненной в виде то-

ра с сердечником из магнитного материала с немагнит-
ным зазором (см. Рис.). Магнитный поток 1 , проходя-

щий по сердечнику и немагнитному зазору, основному 
магнитному контуру, является основным. Магнитный 
поток, проходящий за пределами магнитного материала 

                                                                 
© Запольских С. Н., 2021 

Рис. Электромагнитная система: 1 – катушка; 
2 –сердечник; 3 – немагнитный зазор. 
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и немагнитного зазора, по неосновному магнитному контуру, является неосновным магнитным по-
током 2 . Магнитное сопротивление основного магнитного потока изменяется длиной немагнит-

ного зазора, магнитное сопротивление неосновного магнитного потока остается постоянным.  
Электрическими и магнитными потерями пренебрегается, а относительная магнитная про-

ницаемость сердечника считается достаточно большой. Рассматривается электромеханическая си-
стема, работающая в режиме двигателя, в которой накопление магнитной энергии уже осуществи-
лось, источник питания отключен и происходит преобразование накопленной магнитной энергии в 
работу электромагнитной силы. Процессы, происходящие в такой системе, могут быть описаны 
уравнениями: 

      021 


dt
ttd ,  (1) 

      twittRM 11 ,  (2) 

    twitRM 22 ,  (3) 

где  tRM1  и 2MR – магнитные сопротивления основного и неосновного магнитного потока. 

Такие допущения и использование модели тора позволяют получить результаты в аналити-
ческом виде и показать главные физические закономерности. Потери энергии, как электрические, 
так и магнитные, и другие интересующие характеристики могут быть получены с помощью ком-
пьютерных математических пакетов программ, которые могут решать дифференциальные уравне-
ния в численном виде и с помощью которых можно разрабатывать численные модели [3].  

Из уравнения (1) следует, что 
      consttt  021 ,  (4) 

     tdtd 12  .  (5) 

Из (2) и (3) следует: 
       tRttR MM 2211  .  (6) 

Подставляя из (4)  t2  в (6), получим: 

       constRtRtR MMM  02121 .  (7) 

Из этого уравнения следует, что когда   01 tRM , то   01  t , а согласно (6)   02  t . 

То есть, при уменьшении магнитного сопротивления основного магнитного контура, основ-
ной магнитный поток возрастает, а неосновной магнитный поток убывает и стремится к нулю. 
Происходит, таким образом, увеличение магнитного потока в основном магнитном контуре за счет 
уменьшения магнитного потока в неосновном магнитном контуре. 

Из (3) и (4) следует, что 

       tiL
w

ti
R
wt
M

2
2

2
1

 ,  (8) 

     ti
R
wt
M 2

01  ,  (9) 

где 
2

2

2
MR
wL   – индуктивность обмотки для неосновного магнитного потока. Оказалось более удоб-

ным вместо индуктивностей использовать магнитные сопротивления. 
Умножив (1) на  dtti , получим уравнение баланса энергии: 

         021  tdtwitdtwi .  (10) 

Подставив (2) и (3) в уравнение (10), получим уравнение баланса энергии в виде: 
            0222111  tdtRtdttR MM .  (11) 

Первое слагаемое является накопленной магнитной энергией основного магнитного потока и 
работой электромагнитной силы в основном магнитном контуре. Второе слагаемое является маг-
нитной энергией неосновного магнитного потока. Так как магнитное сопротивление неосновного 
магнитного контура не меняется, то работа электромагнитной силы в этом контуре не производит-
ся. При уменьшении магнитного сопротивления основного магнитного контура магнитный поток в 
неосновном магнитном контуре уменьшается, и как было показано в (7) стремится к нулю, при 
этом, магнитная энергия в этом контуре тоже уменьшается и стремится тоже к нулю (11). Это ука-
зывает на то, что магнитная энергия неосновного магнитного потока передастся в основной маг-
нитный контур. Рассмотрим это более подробно. Выражение (10) можно записать: 

                  0221121  tAtdWtAtdWtdtwitdtwi MM  .  (12) 
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В этом выражении, с учетом известных формул для магнитных энергий и работы электро-
магнитной силы, например [3]: 

          tditwtdtwitdWM 111 2
1

2
1

   (13) 

– магнитная энергия основного магнитного потока; 

          tditwtdtwitA 111 2
1

2
1

  (14) 

– работа электромагнитной силы в основном магнитном контуре; 

          tditwtdtwitdWM 222 2
1

2
1

  (15) 

– магнитная энергия неосновного магнитного потока; 

          tditwtdtwitA 222 2
1

2
1

   (16) 

– работа электромагнитной силы в неосновном магнитном контуре. 
Подставляя (8) в (16), получим, как и следовало ожидать, что работа электромагнитной силы 

в неосновном магнитном контуре равна нулю: 
    02 tA .  (17) 

Вычислим работу электромагнитной силы в основном магнитном контуре. Для этого под-
ставляя  

   ti
R
wt
M 2

01   и    tdi
R
wtd
M 2

1   

в (14), получим: 

   tdiwA 01 2
1

 .  (18) 

Израсходованная магнитная энергия основного и неосновного магнитного контура равна: 
    tdWtdW 21  

                 tditwtdtwitditwtdtwi 2211 2
1

2
1

2
1

2
1

 .  (19) 

Подставляя в это выражение    tdtd 12   и     021  tt , получим 

       tdiwtdWtdW 021 2
1

 .  (20) 

Таким образом, в работу электромагнитной силы преобразуется накопленная магнитная 
энергия, как основного магнитного потока, так и накопленная магнитная энергия неосновного 
магнитного потока. 

Сравним магнитную энергию основного и неосновного магнитного потока. Для этого выра-
жения для магнитных энергий (13) и (15) с учетом (2) и (3) представим в виде: 

        ttRdtdW MM
2
111 2

1
  и     tRdtdW MM

2
222 2

1
 .  (21) 

В процессе накопления магнитной энергии, например, с помощью прямоугольного импульса 

напряжения, в момент времени 0t , магнитная энергия которого равна 021  MM WW . Если им-

пульс напряжения достаточно короткий, то вторичная часть не успевает сильно сместиться, и мож-
но считать, что во время накопления магнитной энергии магнитные сопротивления остаются по-
стоянными. Интегрируя выражения (21) с учетом этого получим известные формулы для накоп-
ленных магнитных энергий в конце импульса напряжения: 

  2
111 2

1
 MM RW  и 2

222 2
1

 MM RW ,  (22) 

где 1MR  – магнитное сопротивление основного магнитного контура во время подачи импульса на-

пряжения. 
Из этих формул с учетом (2) и (3) следует, что отношение накопленных энергий можно записать: 

  

12

21

2

1

1

2

Sl
Sl

R
R

W
W

M

M

M

M  ,  (23) 

где l1 и l2 – длина немагнитного рабочего зазора и средняя длина катушки; S1 и S2 – площадь маг-
нитного сердечника и средняя площадь витков обмотки. В этом выражении также использовались 
известные формулы для магнитных сопротивлений: 
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 , 

20
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 ,  (24) 

Для размеров ìl 3
1 105  , ìl 3

2 10400  , 26
1 1015 ìS   и 26

2 1060 ìS   отношение магнитной энер-

гии не основного магнитного потока к магнитной энергии основного магнитного потока рассмат-
риваемой системы, составляет 5 %.  

Исследования на численной модели почти таких же размеров, представляющую собой систе-
му из зубчатой первичной части с обмоткой и вторичной зубчатой части без обмотки с коэффици-
ентом модуляции магнитного сопротивления 20, показали, что это отношение получается более  
25 % [1–2]. Как показывают предварительные исследования для численной модели с коэффициен-
том модуляции магнитного сопротивления 4, обычные электромагниты, отношение магнитных 
энергий доходит до 50 %. В численных моделях в неосновной магнитный поток также входили бо-
ковые магнитные потоки. В первом приближении магнитные сопротивления этих потоков при пе-
ремещении вторичной части остаются тоже неизменными [3]. Существуют электромагнитные си-
стемы, в которых неосновные магнитные потоки получаются значительно больше.  

Процесс передачи магнитной энергии из одного магнитного контура в другой похож на пере-
дачу энергии в обычном электрическом трансформаторе от источника электрического тока, распо-
ложенном в одном электрическом контуре, нагрузке расположенной в другом электрическом кон-
туре. В рассматриваемой работе два магнитных контура связаны одним электрическим контуром,  
а в обычном трансформаторе два электрических контура связаны одним магнитным контуром. Эти 
два типа передачи энергии происходят и в обычной электромагнитной волне. 

Рассматривался режим работы электрического двигателя. Электрические машины обратимы, 
поэтому аналогичные результаты должны получиться и для генератора. Уравнения, описывающие 
преобразование накопленной магнитной энергии в механическую энергию для электрического 
двигателя и уравнения, описывающие накопление магнитной энергии с помощью механической 
энергии для генератора, совпадают (1–3).  

Таким образом, разработана физическая и математическая модель, с помощью которой было 
показано, что магнитная энергия в электромеханических системах с постоянным потокосцеплени-
ем накапливается также и в неосновных магнитных контурах и передается в основной магнитный 
контур, в котором происходит ее преобразование в работу электромагнитной силы. Это позволяет 
получить более высокие энергетические показатели электромеханических преобразователей энер-
гии с постоянным потокосцеплением.  
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Abstract. It is known that electromechanical systems operating in the mode with constant flow coupling have 

higher energy indicators, and therefore it is necessary to study and study such systems. The transformation of the ac-
cumulated magnetic energy into the work of the electromagnetic force on the model of a coil in the form of a torus with 
a magnetic core and a non-magnetic gap with constant flux coupling is considered. Such a system is taken as a "starting 
point", and the results obtained can be extended to other electromechanical systems that may have practical applica-
tions. In addition, it is structurally feasible and mathematical relations can be experimentally verified. A contour with 
the main magnetic flux passing through the magnetic core and the working gap is highlighted. And a contour with a 
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non-main magnetic flux passing outside the main contour and having a constant magnetic resistance is highlighted. It 
has been shown that with constant flux coupling, magnetic energy can be transferred from the non-main magnetic cir-
cuit to the main magnetic circuit and converted into the work of electromagnetic force. Due to this, the harmful effect 
of non-basic magnetic fluxes on the reduction of energy indicators is reduced.  

 
Keywords: mathematical and physical modeling, magnetic energy storage, magnetic energy conversion, sys-

tems with constant flow coupling, energy characteristics. 
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Аннотация. В 2020 г. школы Росси были переведены на дистанционное обучение. В статье рассмотре-

ны вопросы организации дистанционного обучения математике учеников 5–6 классов. Раскрыты особенности 
и трудности онлайн-обучения детей 10–12 лет. Приведены примеры электронных ресурсов, которые могут 
применяться для дистанционного обучения математике. Подведены итоги первого опыта работы учителя 
математики с детьми младшего подросткового возраста при переходе школ на дистанционное обучение. Ука-
заны новые возможности и новые технологии обучения, возникшие в этот период.  

 
Ключевые слова: обучение математике учеников 5–6 классов, дистанционное обучение.  

 
В России датой официального развития дистанционного образования можно считать 30 мая 

1997 года, когда вышел приказ № 1050 Минобразования России, позволяющий проводить экспери-
мент в сфере дистанционного образования.  

А. В. Хуторский определяет дистанционное обучение как обучение, при котором удаленные 
друг от друга субъекты обучения осуществляют образовательный процесс с помощью средств те-
лекоммуникаций [1]. 

По мнению A. M. Бершадского и И. Г. Кревского дистанционное обучение – это метод, который 
может использоваться как в рамках новой формы получения образования, так и в рамках традици-
онных форм – очной и заочной, а также при обучении, не имеющем целью получение систематиче-
ского образования [2]. 

На первых порах дистанционное обучение применялось лишь в высших учебных заведениях, 
как еще одна из возможных форм, в последнее время дистанционные образовательные технологии 
начали активно внедряться и в общеобразовательных учебных заведениях. И этому есть объектив-
ные причины.  

Весной 2020 года в мире началась пандемия COVID-19. В связи с введением ограничительных 
мер и режима самоизоляции, школы России были вынуждены перейти на дистанционные формы 
обучения. В марте 2020 г. Министерство просвещения Российской Федерации разработало и напра-
вило в регионы методические рекомендации по организации дистанционного обучения [3]. Мето-
дические рекомендации описывают примерные модели реализации образовательных программ, 
особенности проведения учебной и производственной практик в дистанционном формате. Школам, 
гимназиям и лицеям рекомендуется проводить учебные занятия, консультации, вебинары на 
школьном портале или другой платформе с использованием различных электронных образова-
тельных ресурсов. Педагогам методические рекомендации были призваны помочь организовать и 
выстроить дистанционные уроки. В приложении к рекомендациям приводится пример организа-
ции урока в режиме видеоконференции с использованием платформы «Скайп» [3].  

При переходе на преподавание предметов в режиме онлайн для всех учителей острой стала 
задача по организации своей работы так, чтобы в сжатые сроки разработать новые методики, со-
здать соответствующие требованиям условия и комфортную атмосферу для дистанционного обу-
чения школьников. Учителя во многих регионах начали активно использовать всевозможные обра-
зовательные ресурсы: 

1) Moodle; 
2) Google Classroom; 
3) Edmodo; 

                                                                 
© Варанкина В. И., Канаева О. А., 2021 

https://moodle.org/
https://classroom.google.com/
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4) Skype; 

5) Zoom; 

6) Mind; 

7) Google Hangouts; 

8) Учи.ру;  

9) Ё-Стади; 

10) Якласс;  

11) Фоксворд; 

12) РЭШ;  

13) Liveworksheets; 

14) Skymart. 

Эти платформы в настоящее время используются для организации дистанционного обучения 
во многих учебных заведениях России для преподавания разных дисциплин. Для учеников 5–6 
классов и по математике можно также предложить следующие ресурсы сети Интернет:  

1. «Лучшее время» – конспекты и задания для 5–6 классов по математике.  
2. «Лови ответ» – программа решает математические примеры и уравнения с отображением 

этапов решения, производит наглядно вычисления «в столбик». 
3. «Вся элементарная математика» – уроки математики для средней школы. 
4. «Math.ru» – сайт для школьников, студентов, учителей и для всех, кто интересуется матема-

тикой. 
5. «Видеоуроки математики» – YouTube-канал уроков по математике. 
6. «Оценок нет» – занятия по математике для учеников 3–8 классов. 
7. «Отличник» – тренажёр для решения заданий по математике и русскому языку (1–7 класс). 
8. «E-learning» – видеоуроки.  
9. «Карантин ТВ» – YouTube-канал Skysmart с видеозаписями уроков по большинству школь-

ных предметов.  
10. «Математическая гимнастика» – задачи разных типов. 
11. «LearningApps» – мультимедийные интерактивные упражнения.  
12. «Сдам ГИА: Решу ВПР» – подготовка к всероссийским проверочным работам. 
При работе с учениками 5–6 классов необходимо учитывать особенности этого возраста: ак-

тивную подвижность, неусидчивость, утомляемость и невнимательность. Ученики еще не способны 
воспринимать и обрабатывать слишком большой объем информации. При этом детям в возрасте 
10–12 лет свойственны такие качества как желание узнавать что-то новое, любознательность, 
склонность задавать вопросы. Но они не склонны теоретизировать, им больше нравятся активные 
занятия: игры, викторины, квесты и т. п. В то же время у детей младшего подросткового возраста 
начинает повышаться уровень учебно-познавательной и мыслительной деятельности, у них проис-
ходит первое знакомство с системой научных понятий, знаков, которые необходимы на уроках ма-
тематики. Начинается переход от наглядно-образного к словесно-логическому мышлению [4].  

При проведении уроков в онлайн-формате проявились также и организационные трудности, 
связанные с возрастом обучающихся:  

1) незнание учениками того, как устроен Интернет, как вести себя в сети, как пользоваться 
Интернет-ресурсами, как защитить себя в сети;  

2) отсутствие у детей опыта в дистанционном обучении; 
3) несерьезное отношение к дистанционному обучению (не только учеников, но и родителей) – 

как к игре, чему-то необязательному; 
4) высокая тревожность детей, связанная с их неумением работать в дистанционном формате; 
5) неумение читать инструкции для выполнения заданий, отправка ими работ не в том формате;  
6) несамостоятельность выполнения заданий; 
7) неорганизованность детей младшего подросткового возраста: выполнение заданий при 

отсутствии контроля может растягиваться у них на весь день. 
Рассмотрим результаты и выводы, полученные из практического опыта одного из авторов 

статьи О. А. Канаевой, учителя математики МКОУ гимназия г. Вятские Поляны дистанционного 
преподавания математики в 5–6 классах в периоды с 16 марта по 30 мая и с 1 сентября по 22 ноября 
2020 года. 

Для преподавания математики в 5–6 классах в гимназии были разработаны разные формы ди-
станционного взаимодействия с учениками. Обязательными для всех учеников стали онлайн-уроки на 
платформе Zoom. Для организации самостоятельной работы использовалась платформа Google Class-
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room, где выкладывался теоретический материал и рабочие листы, в конструкторе Liveworksheets со-
здавались интерактивные рабочие листы (интерактивные тетради).  

Проводились онлайн-уроки следующих типов: 
  урок открытия новых знаний; 

  обретения новых умений и навыков; 

  урок рефлексии; 

  урок комплексного применения знаний; 

  урок обобщения и систематизации знаний; 

  урок развивающего контроля, оценки и коррекции знаний. 

При работе в онлайн-режиме у учителя возникает необходимость организовывать деятель-
ность учеников так, чтобы интерес учащихся не снижался, и активность была стабильно высокой 
на протяжении всего урока. Для этого нужны новые методические приемы, опирающиеся на IT-тех-
нологии, которые бы активизировали школьников, стимулировали их к самостоятельному приоб-
ретению знаний. Для этого использовались викторины при закреплении и проверке знаний, кон-
курсы при повторении и актуализации знаний, дидактические игры при систематизации знаний и 
приложения на мобильных телефонах. 

Нужно учитывать, что время перед экраном для школьника не должно превышать установ-
ленное санитарными требованиями: время синхронного общения учителя и учеников не может 
быть долгим. При реализации образовательных программ с применением электронного обучения и 
дистанционных образовательных технологий на уроках математики применялось несколько форм 
организации образовательного процесса.  

1. Учитель – в классе, ученики – дома. 
Техническое обеспечение учителя: компьютер/мобильный телефон/планшет, камера, мик-

рофон, колонки, интерактивная (обычная ученическая) доска. 
Техническое обеспечение ученика: компьютер/планшет, микрофон, колонки.  
Для обучающихся урок проходит за компьютером или персональным устройством. Для уче-

ников 5–6 классов урок начинается с объяснения темы, разбора примеров и задач, затем обучаю-
щиеся самостоятельно выполняют тренировочные упражнения и отправляют свои ответы на про-
верку.  

Важно понимать, какое и какого качества изображение видят школьники. Даже самая хоро-
шая камера полноценно не передает записи учителя на доске. Эффективнее проводить урок в ре-
жиме демонстрации экрана. В данном случае при проведении уроков математики использовалась 
Smart доска. 

2. Учитель – дома, обучающиеся – дома. 
Техническое обеспечение учителя: компьютер/телефон/планшет, камера, микрофон, колонки. 
Техническое обеспечение ученика: компьютер/планшет, микрофон, колонки.  
Учитель проводит урок, находясь дома: объясняет тему, задает вопросы, комментирует пара-

граф учебника. После объяснения материала учитель предлагает школьникам выполнить задания 
из учебника, решить уравнения, прочесть параграф. Доской при проведении урока служит встроен-
ная в платформу Zoom электронная доска. 

К каждому уроку, независимо от его типа и темы, разрабатывалась презентация в программе 
Microsoft PowerPoint. В презентацию обязательно был включен опорный конспект, возможные ил-
люстрации, примеры решения задач, тесты для контроля знаний, викторины и видеофрагменты в 
зависимости от типа урока. Особое внимание уделялось ведению записей. При изложении материа-
ла учителю необходимо продумывать какие пояснения он будет делать на доске. На платформе 
Zoom есть возможность писать комментарии к презентации или просто делать записи на электрон-
ной доске. Учеников 5–6 классов привлекает возможность что-то нарисовать или написать на дан-
ной доске, поэтому комментарии к заданиям давались не только учителем, но и учащимися: дети 
помечали знаками вопроса что-то непонятное в изложенном материале или решении задачи; реша-
ли задания на «доске»; исправляли ошибки друг друга. 

Поведение учеников на дистанционном уроке осуществлялось по строгим правилам: захо-
дить под своим именем, выключать микрофон, когда говорит учитель или кто-то из одноклассни-
ков, не вести в чате личную переписку, не писать на доске без разрешения, отвечать на вопросы 
только при поднятой руке. 

Следующей платформой для взаимодействия с учениками 5–6 классов стал сервер Google 
Classroom. Организация образовательного процесса включала в себя размещение теоретической 
информации для школьников, удобной формой общения для этого были оповещения. Так же ис-
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пользовалась стена, на которую размещались объявления, прикреплялись документы, где суще-
ствовала обратная связь в случае возникновения вопросов по общей теме, добавлялись всевозмож-
ные аудио, видео, образцы выполнения заданий, презентации, фото, текстовые документ, интерак-
тивные рабочие листы (тетради), а также размещались инструкции для выполнения заданий и сро-
ках их выполнения. Очень удобно, что оповещения о появлении новой информации приходят на 
почту учеников. На данной платформе создана система накопления оценок и ее разные модифика-
ции: общий журнал, журнал отметок по отдельно заданиям, по ученикам, с указанием кто задолжал, 
кто сдал вовремя, а кто с опозданием. 

Таким образом, у учеников проявлялась заинтересованность в учебном процессе, возникала 
деловая-партнерская коммуникация с учителем при помощи личных и групповых комментариев, 
что немаловажно для учеников 5–6 классов. 

Для каждого дистанционного урока математики создавались рабочие листы: традиционной 
формы (с текстом заданий, которые необходимо решить в тетради), а также интерактивные рабо-
чие листы. Интерактивные рабочие листы (интерактивные тетради), создавались в конструкторе 
Liveworksheets. Данный конструктор имеет множество инструментов для работы, разнообразные 
типы заданий и ответов, что оказывается интересным для учеников 10–12 лет.  

При проверке заданий в формате традиционного рабочего листа возникали проблемы, свя-
занные с технической оснащенностью учителей и учеников. Использовались всевозможные про-
граммные средства для редактирования фотографий, pdf-документов, текстовых документов. Са-
мыми удобными программными средствами для проверки работ служат Paint, встроенный редак-
тор фотографий, Foxit Reader (работа с pdf-документами): достаточно открыть работу ученика и 
добавить комментарии или исправления с помощью имеющихся инструментов.  

В период дистанционного обучения математике с 16 марта по 30 мая 2020 года в 5 класса бы-
ли пройдены следующие темы: 

 
Таблица 1  

Темы, 5 класс 
№ Раздел Тема Количество уроков 

1 
Десятичные дроби.  

Сложение и вычитание. 

Десятичная запись дробных чисел 4 
Сравнение десятичных дробей 3 
Сложение и вычитание десятичных дробей 6 
Приближенные значения чисел. Округление чисел 3 

2 
Умножение и деление 

десятичных дробей. 

Умножение десятичных дробей на натуральные числа 4 
Деление десятичных дробей на натуральные числа 5 
Умножение десятичных дробей 5 
Деление десятичных дробей 4 
Деление на десятичную дробь 3 
Среднее арифметическое 2 

3 
Проценты. 

 

Понятие процента 3 
Нахождение процента от числа 4 
Нахождение числа по его проценту 4 

4 
Инструменты 

для вычислений. 
 

Угол. Прямой и развернутый угол. Чертежный тре-
угольник. 

4 

Измерение углов. Транспортир 3 
Круговые диаграммы 3 

5 Итоговое повторение 17 

 
Количество пройденных разделов – 5, количество тем – 16, количество проведенных уроков – 

77, из них 4 тематические контрольные работы и 1 итоговая контрольная за курс 5 класса. 
В этот же период по математике в 6 классе были изучены темы:  

 
Таблица 2 

Темы, 6 класс 
№ Раздел Тема Количество уроков 

1 
Положительные и отрица-

тельные числа. 

Сложение отрицательных чисел 3 
Сложение чисел с разными знаками 3 
Умножение отрицательных чисел 2 
Умножение чисел с разными знаками 3 
Деление отрицательных чисел 2 
Деление чисел с разными знаками 3 
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Окончание табл. 2 
№ Раздел Тема Количество уроков 

2 Рациональные числа. 
Рациональные числа 2 
Свойства действий с рациональными числами 3 

3 Раскрытие скобок. 
Раскрытие скобок 5 
Коэффициент 3 
Подобные слагаемые 5 

4 Решение уравнений. Решение уравнений 8 

5 Координатная плоскость. 

Перпендикулярные прямые. Построение перпенди-
куляра к прямой с помощью угольника и линейки 

3 

Параллельные и пересекающиеся прямые 3 
Координатная плоскость. Декартовы координаты 
на плоскости 

5 

Столбчатые диаграммы 2 
Графики  5 

6 Итоговое повторение 10 

 
Количество пройденных разделов – 6, количество тем – 17, количество проведенных уроков – 

77 из них 5 тематических контрольных работ и 1 итоговая контрольная за курс 6 класса. 
В период дистанционного обучения с 1 сентября по 22 ноября 2020 года в 5 классе количе-

ство пройденных разделов – 4, количество тем – 14, количество проведенных уроков – 64, из них  
4 контрольные работы. 

Период дистанционного обучения показал, что у него есть значительные риски. 
1. Технические: отсутствие Интернета, плохая связь, отключение света, плохая слышимость, 

подвисание сервисов. 
2. Организационные. Сложно контролировать вовлеченность детей в учебный процесс. От 

учеников требуется высокий уровень сознательности, самостоятельности, самоконтроля и само-
дисциплины. 

3. Социальные. В неблагополучных семьях у детей нет условий для дистанционного обучения. 
Часты случаи уклонения учеников из таких семей от участия в уроках. 

Для создания необходимого информационного пространства с родителями каждого класса в 
мессенджере WhatsApp созданы беседы. 

В связи с переходом на дистанционное обучение всероссийские проверочные работы весной 
не проводились, а были перенесены на осень, когда и определялся уровень общеобразовательной 
подготовки за 2020–2021 год, включающий в себя период дистанционного обучения математике. 
Представим результаты всероссийской проверочной работы (ВПР): 

 
Таблица 3  

Результаты ВПР 

Класс 
Количество 

% успеваемости 
% каче-

ства «5» «4» «3» «2» 
5 «а» 4 10 12 4 87 47 
6 «а» 3 10 9 3 88 52 
6 «г» 2 9 9 3 87 48 

 
По результатам всероссийской проверочной работы можно сделать вывод, что обучающиеся 

в целом справились с предложенной работой и показали базовый уровень достижения предметных 
результатов. Есть задания, которые требуют доработки в устранении недочетов.  

Подводя итог, стоит отметить, что дистанционное обучение, как один из современных видов 
обучения, имеет полное право на существование в системе образования наравне с традиционными 
формами обучения. Но оно не должно их заменять, а может лишь дополнять и обогащать.  

Эффективность применения дистанционных форм обучения на уроках математики заключа-
ется в следующем: 

– использование Интернет-ресурсов повышает информационную культуру учащихся; 
– появляется возможность использовать больше информации на уроках; 
– обеспечивается оперативность пополнения учебного материала новыми сведениями; 
– обеспечивается объективность и независимость оценки результатов деятельности ученика; 
– повышается мотивация учащихся к обучению. 
Однако недостатки чересчур активного и безосновательного внедрения дистанционных форм 

обучения также очевидны. 
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Аннотация. В предлагаемой статье рассмотрены некоторые итоги государственной итоговой аттеста-
ции по математике в 2021 году в форме единого государственного экзамена (ЕГЭ) профильного уровня. Авто-
ры приводят данные о результатах сдачи экзамена выпускниками 11 классов Кировской области, об успешно-
сти решения задач контрольно-измерительных материалов, указывают типичные затруднения и ошибки 
участников ЕГЭ, основываясь на содержании экзаменационной работы и статистических данных. Приведен-
ные в статье материалы могут быть полезны учителям математики, а также выпускникам, готовящимся к 
прохождению итоговой аттестации по математике в форме Единого государственного экзамена. 

 
Ключевые слова: обучение математике, результаты Единого государственного экзамена по математи-

ке, типичные ошибки и затруднения участников экзамена. 

 
Единый государственный экзамен (ЕГЭ) как форма итоговой аттестации выпускников по ма-

тематике введен в Российской Федерации в 2008 году. За прошедшие четырнадцать лет отношение 
в обществе к этому экзамену сформировалось скорее негативное, нежели позитивное. В последние 
годы в средствах массовой информации появилось немало публикаций с требованием вернуться к 
традиционным формам аттестации. В качестве аргументов высказываются сомнения в объектив-
ной оценке знаний и умений учащихся, поскольку подготовка к экзамену заключается в «натаски-
вании» на решения довольно ограниченного круга заранее известных задач. Хотелось бы обратить 
внимание на тот факт, что подобные суждения характерны, в основном, для неспециалистов в обла-
сти общего среднего образования. Напомним, что ЕГЭ вводился, прежде всего, с целью создания 
равных условий для учащихся из различных регионов для поступления в престижные и отдален-
ные вузы, а также уменьшения коррупционной составляющей при проведении выпускных экзаме-
нов. Безусловно, ЕГЭ имеет определенные недостатки, однако названные выше свои функции он 
реализует. В то же время организаторы экзамена и составители контрольных измерительных ма-
териалов за прошедшие годы проделали большую работу по совершенствованию процесса аттеста-
ции. Напомним, что в течение последнего десятилетия из контрольно-измерительных материалов 
был исключен раздел, содержащий задания с выбором ответа. Экзамен разделен на два уровня – 
базовый и профильный, что сделано только для математики. Постепенно повышается минималь-
ный порог набора баллов, необходимых для поступления в вуз. Весьма серьезные изменения ждут 
выпускников в 2022 году, о чем более подробно будет сказано ниже. Авторы представленных мате-
риалов имеют многолетний опыт работы по проверке задач с развернутым ответом на ЕГЭ. Наша 
практика работы в вузе показывает тесную связь количества набранных на ЕГЭ баллов и успешно-
сти обучения студента в университете.  

Проведем анализ результатов ЕГЭ по математике за последние три года. Отметим, что усло-
вия для подготовки в этот период были весьма некомфортными. С 2019 года ученики могли вы-
брать для сдачи экзамена только один уровень – либо базовый, либо профильный. В 2020 году Еди-
ный государственный экзамен по математике проводился в связи с пандемией только на профиль-
ном уровне. В 2020 и 2021 годах выпускники готовились к экзамену в режиме дистанционного обу-
чения, в 2020 году экзамен состоялся только в июле. 

В Кировской области в 2021 году предмет «Математика» на профильном уровне сдавали 3076 
(54,35 %) выпускников. Динамика числа участников экзамена по математике (профильный уро-
вень) по региону приведена в Таблице 1. 
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Таблица 1 
Количество участников ЕГЭ  

по математике (профильный уровень) в Кировской области  
в 2019–2021 гг. [9] 

2019 2020 2021 

чел. 
% от общего числа 

участников 
чел. 

% от общего числа 
выпускников 

чел. 
% от общего числа 

выпускников 
3268 54,70 3127 59,07 3076 54,35 

 
Подчеркнем еще раз, что в 2019 году ученики впервые могли выбрать для сдачи экзамена 

только один уровень. Результаты 2019 года показали, что профильный уровень вполне по силам 
многим учащимся, поэтому в 2020 году мы видим рост числа участников. Однако трудности, свя-
занные, в том числе, и с пандемией, привели к тому, что число сдающих экзамен на профильном 
уровне в 2021 вновь уменьшилось почти на 5 %. 

 
Таблица 2 

Основные результаты ЕГЭ  
по математике (профильный уровень) в Кировской области 

в 2019–2021 гг. [9] 
Показатели 2019 г. 2020 г. 2021 г. 

Не преодолели минимальный порог, % 2,42 5,40 4,27 
Средний тестовый балл 58,51 56,43 58,75 
Получили от 81 до 99 баллов, % 7,56 5,56 10,06 
Получили 100 баллов, чел. 6 10 5 

 
Анализ Таблицы 2 показывает, что результаты 2021 года близки к результатам 2019 года. Ис-

ключение составляет категория школьников, получивших на экзамене от 81 до 99 баллов. В 2021 году 
процент таких учащихся существенно увеличился и достиг 10,06 %, что составляет десятую часть от 
всех принимавших участие в экзамене. Показатель 81–99 баллов характеризует высокий уровень под-
готовки школьников, что не может не радовать. Немного повысился и средний тестовый балл. 

В целом, распределение участников ЕГЭ профильного уровня по диапазонам тестовых баллов 
в Кировской области в 2021 году имеет вид (Рисунок 1). 

 

 
Рисунок 1. Диаграмма распределения участников ЕГЭ по математике (профильный уровень)  

по диапазонам тестовых баллов в 2021 г. [9] 

 
Наибольшее количество выпускников региона – 414 (13,5 %) набрали количество баллов в 

диапазоне 66–70. Это говорит о том, что учащиеся справились практически со всеми заданиями ча-
сти В и набрали 1–2 балла за выполнение заданий части С. Обнадеживающим является и факт, что 
следующим по величине показателем является 355 участников (11,6 %), набравших от 76 до  
80 баллов, то есть решивших не менее двух задач повышенного уровня сложности части С. 
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Таблица 3 
Доля участников ЕГЭ,  

получивших положительный результат  
за решение задач 1–5, в 2019–2021 гг., % [8, 10] 

№ зада-
чи 

1 2 3 4 5 

Киров. 
обл. 

РФ 
Киров. 

обл. 
РФ 

Киров. 
обл. 

РФ 
Киров. 

обл. 
РФ 

Киров. 
обл. 

РФ 

2021 г. 96,7 96,0 94,8 96,9 93,7 91,9 96,55 92,9 97,2 95,0 

2020 г. 92,4 88,9 99,8 98,4 94,2 89,8 86,7 89,9 98,6 96,1 

2019 г. 96,4 95,5 96,2 95,5 93 93,3 94,8 95 94,4 93,6 

 
Аналогично 2020 году высокие показатели успешности были зафиксированы при решении 

участниками ЕГЭ по математике в Кировской области первых пяти задач. Все результаты выше 93,5 % и 
выше средних по России (кроме задачи № 2).  

 
Таблица 4 

Доля участников ЕГЭ,  
получивших положительный результат за решение задач 6–12 части В  

в 2019–2021 гг., % [8, 10] 

№ зада-
чи 

6 7 8 9 
Киров. 

обл. 
РФ 

Киров. 
обл. 

РФ 
Киров. 

обл. 
РФ 

Киров. 
обл. 

РФ 

2021 г. 65,1 70,6 67,4 58,8 61,6 66,3 78,6 68,8 
2020 г. 74,9 76,8 69,1 63,0 73,2 63,8 70,2 65,2 
2019 г. 81,8 80,6 58 61,5 62,7 66,7 67,2 74,8 

№ зада-
чи 

10 11 12 
Киров. 

обл. 
РФ 

Киров. 
обл. 

РФ 
Киров. 

обл. 
РФ 

2021 г. 89,6 78,3 68,6 53,8 57,1 55,5 
2020 г. 81,3 75,7 41,3 57,0 50,4 47,9 
2019 г. 94,5 86,9 79,3 72,7 67,4 60,8 

 
Анализ Таблицы 4 показывает существенное снижение решаемости геометрических задач  

№ 6 и № 8. 
Задача 6. Острый угол   прямоугольного треугольника     равен    . Найдите угол между 

биссектрисой    и медианой   , проведенными из вершины прямого угла  . Ответ дайте в 
градусах [11]. 

В 2021 году задачу верно решили 65,1 %, в 2020 г. – 74,9 %, в 2019 г. – 81,8 % выпускников. 
Такой же спад результатов наблюдается и в целом по Российской Федерации. 

Задача 8. Конус вписан в шар. Радиус основания конуса равен радиусу шара. Объем шара 
равен 48. Найдите объем конуса [11]. 

В 2021 году с задачей справились 61,6 %, в 2020 г. – 73,2 %, в 2019 г. – 65,7 % сдававших. По 
сравнению с прошлым годом результат ухудшился более чем на 10 %. Мы связываем это с тем, что в 
задаче дана комбинация двух тел. 

В то же время задачи № 7 и № 9 на преобразование выражений и применение производной 
школьники Кировской области решили лучше, чем в целом по России. Аналогично с задачами  
№ 10–12 в 2121 году выпускники Кировской области справились успешнее, чем в прошлом году, 
причем различие по задаче № 11 более 27 %. Хотя весьма отрадно видеть улучшение ситуации по 
сюжетной задаче и задаче на применение производной, все-таки для стандартных задач, имеющих 
алгоритмы решения, показатели весьма низкие.  

Задача 12. Найдите точку минимума функции        (   )    [4]. 
В 2020 году в задаче № 12 требовалось найти точку максимума, функция была аналогичная. 

Тем не менее, в 2021 году задачу решили всего 57,1 % выпускников, то есть чуть больше половины. 
Веер ответов содержит 31(!) значение. Учащиеся не различают точку минимума и минимум функ-
ции, получают для х отрицательные значения, что невозможно из-за области определения функ-
ции, делают самые разнообразные ошибки при нахождении производной. 

Успешность решения задач части С, в целом, осталась на прошлогоднем уровне. 
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Таблица 5 
Доля участников ЕГЭ, получивших максимальный балл за решение задач части С  

в 2019–2021 гг., % [8, 10] 
№ задачи 13 14 15 16 17 18 19 

Кол-во баллов 2 2 2 3 3 4 4 

2021 г. 
Киров. обл. 41,9 5,1 29,0 2,7 22,9 1,9 14,3 

РФ 36,1 7,2 22,3 3,5 19,0 2,0 11,4 

2020 г. 
Киров. обл. 45,6 1,4 16,8 7,9 9,6 1,6 17,6 

РФ 34,9 2,5 14,8 3,8 22,0 2,4 10,3 

2019 г. 
Киров. обл. 51,1 8,0 22,4 2,8 12,4 4,9 2,6 

РФ 45,3 5,6 22,4 2,7 15,4 4,2 3,2 

 

Задача 13. а)                          √              ; 

б) Укажите корни этого уравнения, принадлежащие отрезку [   
  

 
] [1]. 

По сравнению с 2020 годом результат оказался несколько ниже (2021 г. – 42,0 %, 2020 г. –  
45,6 %), что мы связываем с более трудными преобразованиями для решения уравнения. Типич-
ными, как обычно, являются ошибки при решении простейших тригонометрических уравнений, 
необоснованный отбор корней на промежутке (многие участники экзамена не считают нужным 
показывать на тригонометрической окружности точки, принадлежащие указанному в условии от-
резку). Менее подготовленные выпускники проводят отбор корней арифметическим способом, 
придавая конкретные значения параметрам n и k в записи серий корней тригонометрического 
уравнения. Распространенной ошибкой при таком рассуждении является неполный перебор значе-
ний n и k, который не позволяет выставить за решение задачи полный балл. 

Задача 14. В правильной четырехугольной пирамиде       сторона основания    равна 10, 
высота    равна 12. Точка   – середина бокового ребра   . Плоскость     пересекает боковое реб-
ро    в точке  . 

а) Докажите, что площадь четырехугольника      составляет 
 

 
 площади треугольника    . 

б) Найдите объем пирамиды       [2]. 
Стереометрическая задача традиционно относится к наиболее плохо решаемым, причем по-

давляющее большинство выпускников даже не приступают к работе с ней. В 2020 году в первой ча-
сти этой задачи требовалось доказать принадлежность трех точек одной плоскости, с чем справи-
лись 1,4 % сдававших. При этом нужно учитывать, что задача оценивается всего в 2 балла. В 
2021 году успешность повысилась до 4,66 %, что тоже чуть выше только решаемости планиметри-
ческой задачи и задачи с параметром, хотя в 2019 году решаемость была 8 %. Составители кон-
трольно-измерительных материалов считают, что основная проблема низких показателей – отсут-
ствие сформированности «стандартных алгоритмов построения сечения, нахождения элементов 
призмы, пирамиды» [10, с. 14]. Мы считаем, что трудности в решении стереометрической задачи 
зависят практически всегда от той конфигурации, которая в ней задана. Поскольку в силу разных 
причин пространственные представления учащихся развиваются в школе очень слабо, ученики 
просто не видят на чертеже элементы, которые нужно найти или использовать. В частности, в 
представленной выше задаче искомый объем может быть найден как часть объема пирамиды 
     , но основание пирамиды       находится на боковой грани исходной пирамиды. В такой 
конфигурации учащимся трудно увидеть связь между высотами пирамид и использовать при ре-
шении результат первого пункта. 

Задача 15. Решить неравенство (       )    (       )       [3]. 
По этой задаче успешность значительно возросла – 29,1 % в 2021 году по сравнению с 16,8 % 

в 2020 году, что неудивительно. Неравенство 2021 года сводится к целому, 2020 года – дробно-ра-
циональному. Выводы очевидны. Самый распространенный способ решения неравенства – дву-
кратная замена переменной. Несмотря на достаточно высокий результат по сравнению с предыду-
щими периодами, следует отметить, что большинство ошибок имеют логический характер. Реша-
ющие не могут выстроить логику рассуждений при переходе с одного этапа решения неравенства 
на другой, пытаются применить «всё и сразу», получая при этом неверные результаты даже на 
уровне решения квадратных неравенств. Думается, что высокую решаемость дал тип неравенства 
(возможность использовать для решения новую переменную). Однако требует серьезной работы 
осознание учащимися логики решения и осмысления отдельных его этапов. 

Задача 16. Точки             лежат на окружности в указанном порядке, причем          , 
а прямые    и    перпендикулярны. Отрезки    и    пересекаются в точке  . 
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а) Докажите, что прямая    пересекает отрезок    в его середине. 

б) Найдите площадь треугольника    , если     ,    √  [4]. 
В 2019 году решаемость планиметрической задачи была 2,8 %, в 2020 – 7,9 %, в 2021 – 1,72 %. 

Выводы неутешительные – задачи по геометрии учащиеся решают все хуже и хуже. Хотя чертеж к 
планиметрической задаче сделать значительно проще, чем к стереометрической, даже этот первый 
шаг делают лишь единицы. На наш взгляд, выбранная для итоговой аттестации задача соответ-
ствует заявленному уровню сложности. Если доказать равенство отрезков в пункте а) можно, ис-
пользуя свойства равнобедренного треугольника и вписанных в окружность углов, то для вычис-
ления площади треугольника     необходимо провести достаточно длинную цепочку рассужде-
ний, включающую применение элементов тригонометрии. Из приступивших к решению пункт а) 
выполнили более 50 % учеников. Низкий процент решаемости в целом по задаче получился еще и 
по той причине, что не все шаги в пункте б) были обоснованы, что не позволило выставить за зада-
чу высший балл. 

Задача 17. В июле 2025 года планируется взять кредит в банке на сумму 300 тыс. рублей на  
6 лет. Условия его возврата таковы: 

– в январе 2026, 2027 и 2028 годов долг возрастает на 20 % по сравнению с концом предыду-
щего года; 

– в январе 2029, 2030 и 2031 годов долг возрастает на     по сравнению с концом предыду-
щего года; 

– с февраля по июнь каждого года необходимо выплатить часть долга; 
– в июле каждого года долг должен быть на одну и ту же величину меньше долга на июль 

предыдущего года; 
– к июлю 2031 года кредит должен быть полностью погашен. 
Известно, что общая сумма выплат после полного погашения кредита составит 498 тысяч рублей. 

Найдите   [5]. 
Успешность в решении экономической задачи приблизительно на 10 % выше результатов 

прошлого года, что говорит и о хорошем выборе сюжета, и о том, что выпускники лучше научились 
выражать задолженность клиента перед банком в типичных ситуациях. Многие участники экзаме-
на верно составили математическую модель описанной в задаче ситуации. Основными недостатка-
ми записанных решений были недостаточная обоснованность составленной модели и вычисли-
тельные ошибки. 

Задачи 18. Найдите все значения а, при каждом из которых уравнение  

|     |  |   |  √        
имеет ровно два различных корня [6]. 

Результативность решения задачи с параметром по-прежнему не высока – 1,9 %, хотя (и это 
большая заслуга разработчиков содержания экзамена) задача составлена так, что достаточно про-
сто решалась и аналитическим, и графическим способом. Отрадно, что учащиеся нашего региона на 
экзамене применяли оба названных выше типа рассуждений. Наиболее грубые ошибки – деление 

обеих частей уравнения на выражение |   | и неумение решать уравнения вида √ ( )   ( )   

Задача 19. Отношение трехзначного числа к сумме его цифр – целое число. 
а) Может ли это отношение быть равным 34? 
б) Может ли это отношение быть равным 84? 
в) Какое наименьшее значение может принимать это отношение, если первая цифра трех-

значного числа равна 4? [7]. 
По сравнению с 2020 годом успешность решения задачи № 19 несколько понизилась – 14,3 % 

(2020 г. – 17,6 %), однако значительно выше всех предыдущих лет, что говорит, на наш взгляд,  
о верно выбранном направлении в определении уровня сложности последней задачи. Отдельно от-
метим, что ответ на пункт в) можно было получить, выполнив полный перебор трехзначных чисел, 
у которых первая цифра равна 4. Хотя таких чисел немало, но подсчет искомого отношения доста-
точно прост. Однако некоторые выпускники записали в решение не все числа с первой цифрой 4, 
указав лишь идею перебора и вывод, что не позволило поставить за задачу высший балл. Тем не 
менее, содержание задачи позволило приступить к выполнению этого задания различным катего-
риям выпускников – участникам различного рода олимпиад, знающим методы решения, и обыч-
ным школьникам, которые пытались организовать перебор вариантов. 

Таким образом, на наш взгляд, содержание вариантов контрольно-измерительных материа-
лов 2021 года сбалансировано достаточно хорошо и лучше (чем, например, в 2020 году) соответ-
ствует количеству баллов, которыми оценивается решений каждой задачи части С. Количествен-
ный и качественный анализ показывают, что выпускники Кировской области вполне достойно 
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прошли итоговое испытание по математике, хотя, безусловно, резервы для улучшения результатов 
есть и не малые. 

В 2022 году в контрольно-измерительные материалы по математике профильного уровня 
внесены следующие изменения. Из части В исключены задания базового уровня 1, 2 и 3. Добавлены 
задания повышенного уровня 9 и 10, проверяющее соответственно умение выполнять действия с 
функциями, и моделировать реальные ситуации на языке теории вероятностей и статистики. Ко-
личество заданий уменьшилось с 19 до 18, максимальный первичный балл за выполнение всей ра-
боты стал равным 31 вместо 32. Изменена система оценивания стереометрической задачи №13 – 
максимальный первичный балл стал равен 3 вместо 2 и текстовой задачи № 15 – максимальный 
стал равен 2 вместо 3 [12]. Это следующий шаг на пути к дифференциации выпускников средних 
школ в процедуре государственной итоговой аттестации по математике. 
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Аннотация. В результате активной цифровизации основного и дополнительного образования накоп-

лен огромный опыт разработки специализированных интернет-ресурсов и их применения при обучении та-
ким областям знания, как математика, информатика, физика, химия и т. д. Однако для разработчика такого 
ресурса по-прежнему актуален вопрос выбора оптимального инструментария создания электронных учебных 
единиц и их гармоничной организации. Имеющиеся технологии позволяют создавать достаточно функцио-
нальные интерактивные элементы сайта в приемлемые сроки. Однако часто мощность таких элементов 
напрямую зависит материальных вложений, например, от затрат на выделенный сервер, обслуживание хо-
стинга, услуги сервисов. 

В данной статье предложены направления разработки составляющих сайта, специфичных для матема-
тики и информатики. Предложены удобные, по мнению авторов, программные инструменты, полезные в раз-
работке тематического сайта. 

 
Ключевые слова: сайт по математике, сайт по программированию, системы управления контентом, 

фреймворк, WordPress, QuickLaTeX, Ejudge, Django, GeoGebra, Скриншотер. 

 
Одной из важнейших целей государства является повышение доступности качественного об-

разования, удовлетворяющего потребностям современного общества. Для ее достижения действует 
Стратегия развития информационного общества в РФ [27]; на федеральном, ведомственном и реги-
ональном уровнях реализуются многочисленные проекты; создаются институты развития, финан-
сируются частные инициативы, проводятся форумы, конференции. Еще в 2013 г. распоряжением 
Правительства РФ № 2506-р была утверждена Концепция развития математического образования 
в РФ [21], в которой в частности отмечена необходимость развития таких форм обучения, как полу-
чение образования в дистанционной форме, интерактивные музеи математики, математические 
проекты на интернет-порталах и т. д. Согласно ФГОС, с 2022 г. в учебном плане будут прописаны те 
цифровые ресурсы, которые (помимо очных занятий) могут быть использованы для освоения про-
граммы.  

Данная статья имеет целью обратить внимание читателя на некоторые полезные возможно-
сти цифровых ресурсов, в ней предложен ряд технических решений в создании тематического сайта 
по математике и/или информатике.  

Следует отметить, что несмотря на возможности имеющихся современных технологий, поз-
воляющих создавать достаточно функциональные интерактивные элементы сайта в приемлемые 
сроки, часто мощность таких элементов напрямую зависит материальных вложений. Это, например, 
траты на выделенный сервер, обслуживание хостинга, услуги используемых сервисов. 

Рассмотрим несколько интернет-ресурсов по математических и по информатике с точки зре-
ния их технической организации.  

1. Математические интернет-проекты 

Среди сайтов, предлагающих свою уникальную предметную книжную базу, существенно выиг-
рывают те, которые кроме расширенного поиска документа предоставляют возможность комфортно-
го чтения и редактирования online. Для примера укажем сайт mathedu.ru проекта «Математическое 
образование» [19], содержащий в открытом доступе электронную библиотеку по математике и во-
просам ее преподавания. Ресурс имеет максимально понятный и удобный интерфейс (Рис. 1). 
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Рис. 1. Организация работы с книгой на сайте https://www.mathedu.ru 

 
Так же укажем сайты Фонда «Математические этюды»: mathesis.ru (содержит раритетные кни-

ги Одесское издательство «Mathesis») и vofem.ru (электронная версия первого в России физи-
ко-математического научно-популярного журнала «Вестник опытной физики и элементарной мате-
матики») – здесь функционал просмотра документов меньше, но скорее этого и не требуется ([2], [3]). 

Перейдем к сайтам, на которых реализована работа с базой математических задач. В этой ка-
тегории выделим сайт zadachi.mccme.ru информационно-поисковой системы «Задачи по геомет-
рии» Р. К. Гордина [4]. На данный момент система содержит 9295 задач по планиметрии и 
3178 задач по стереометрии, снабжённых ответами, указаниями, решениями и различного рода ат-
рибутами для тематического поиска и прослеживания взаимосвязей (Рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Автоматический поиск связанных задач на zadachi.mccme.ru 

 
Существенно меньше возможностей имеет сайт problems.ru интернет-проекта МЦНМО «Зада-

чи», предназначенный для работы с задачами и поиска похожих примеров [6]. Не нужен расширен-
ный функционал и сайту projecteuler.net «Проект Эйлера», содержащему уникальную серию слож-
ных задач математического/компьютерного программирования, для решения которых потребует-
ся нечто большее, чем просто математическое понимание, а для большинства проблем – использо-
вание компьютера [20].  

При анализе функционала сайта обратим внимание на его математическую верстку – разме-
щение на страницах формул, чертежей, полей ввода/вывода, гармонично сочетающихся с текстом.  

Для примера возьмем сайт elementy.ru научно-популярного проекта «Элементы большой 
науки» рассказывающего о фактах фундаментальной науки [13]. На его страницах присутствуют 
latex-формулы, специализированные чертежи и анимация (см., например, веб-страницу [1]).  

Более разносторонним будет наполнение сайта etudes.ru «Математические этюды», на кото-
ром можно найти много новых знаний и информации для дальнейших размышлений [29]. Здесь 
можно встретить 2D анимацию (Рис. 3), иллюстрирующую небольшие математические сюжеты 
(миниатюры) [15]. 

https://www.mathesis.ru/
http://sch57.ru/teachers/math-GRK-cv.html
https://etudes.ru/
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Рис. 3. Кадр анимации на etudes.ru 

 
Создатели математических этюдов используют 3d анимацию не только для иллюстрации ма-

териала, но и, например, для пояснения принципов создания материальных 3d моделей [23]. 
 

 
Рис. 4. Видео с графической и физической моделью параболоида на etudes.ru 

 
Кроме того, на рассматриваемом сайте реализована возможность вращения чертежа (Рис. 5), 

что помогает лучше понять строение математического объекта [14]. 
 

  
Рис. 5. Реализация вращения фигуры на etudes.ru 

 
Отдельно отметим разработанные командой математических этюдов приложения для iPhone 

и iPad [42]: В уме, Арифметические ребусы, Четыре краски, Пифагор HD и т. п. 

https://etudes.ru/
https://etudes.ru/
https://etudes.ru/
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В качестве следующей функции математического ресурса отметим возможность online-реше-
ния типовых задач. На сайте МатБюро [8] имеется подборка таких сервисов. Лидером этого направ-
ления считаем сайт-сервис wolframalpha.com [57], на котором организовано решение задач по ма-
тематике, физике, химии, географии, информатике и т. д. (рис. 7).  

 

 
Рис. 7. Отчет по предложенной задаче на wolframalpha.com 

 
Возможность обратной связи (обработки и анализа данных, вводимых пользователем) являет-

ся ключевой для сайтов-курсов, сайтов-соревнований. В этой категории выделим сайт metaschool.ru, 
организующий кружки, олимпиады (реализованы в форме тестов разных типов), предоставляющий 
сервис математических online-игр (быки и коровы, ним, война вирусов, т. п.), тренажеры (устный 
счет) [11]. Приложение сайта шахматы-онлайн позволяют играть через интернет с живыми соперни-
ками, тренироваться на шахматных роботах и участвовать в турнирах. Разработанные на сайте при-
ложения оптимально соответствуют своей обучающей цели (Рис. 8). 

 

 
Рис. 8. Примеры реализации математических игр на metaschool.ru 

 
Из сайтов, активно использующих работу с графикой, отметим платформу uchi.ru [28], пред-

ставляющую математику в анимированных красочных роликах, ориентированную, по нашему мне-
нию, на слабых школьников. 

2. Интернет-проекты по информатике 

Не менее, чем математические, популярны турниры по информатике/программированию. 
Начнем с сайта azspcs.com соревнований Эла Циммермана по решению вычислительно слож-

ных задач на исследование и оптимизацию [33]. Здесь не требуется писать/высылать программу – 
пользователь отправляет только ответы (в оговоренной форме), чем дальше он продвинется в ре-
шении (решение зависит от величины параметра n), тем выше будет в турнирной таблице (Рис. 9). 

 

https://metaschool.ru/tournament.php
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Рис. 9. Пример конкурсного задания с параметром n на azspcs.com 

 
Рассмотрим обучающие ресурсы с автоматической проверкой представленного пользовате-

лем программного кода, которая осуществляется сравниванием результатов работы программы с 
заранее указанными верными значениями тестовых данных. 

Так обучающая платформа stepik.org [49] позволяет тестировать введенную программу для 
большинства популярных языков программирования в рамках учебного курса (Рис. 10). 

 

 
Рис. 10. Организация проверки кода на stepik.org 

 
Автоматическую проверку кода можно подключить и к курсу, разработанному в Moodle. В ка-

честве примеров приведем сайт school.sgu.ru [17] «Портал обучения информатике и программиро-
ванию» (используется тестирующая система Contester, разработанная П. Комковым [37]) и 
informatics.mccme.ru [7] «Информатикс» от Московского центра непрерывного математического 

https://school.sgu.ru/mod/page/view.php?id=2255&forceview=1#1
http://www.informatics.mccme.ru/
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образования (используется тестирующая система ejudge [39], разработанная А. В. Черновым, а зада-
чи на сайт добавляются при помощи системы Polygon, разработанной М. Мирзаяновым [46]) 

Аналогичная техника у платформы для проведения соревнований по спортивному програм-
мированию contest.yandex.ru [30], на ней дополнительно организован вывод турнирной таблицы и 
параметры попыток (Рис. 11). 

 

 
Рис. 11. Параметры попытки решения задачи на contest.yandex.ru 

 
Схожий интерфейс имеют другие сайты-хранилища задач по программированию. На Рис 12. 

приведены фрагменты страниц сайтов крупнейшего в России архива acm.timus.ru (задачи соревно-
вания Уральского федерального университета, Чемпионаты Урала, Уральские четвертьфиналы 
ICPC, Петрозаводские сборы по программированию) [52] и сайта acmp.ru проекта "Школа програм-
миста"! для школьников Красноярского края [18]. 

 

  
Рис. 12. Проверка кода на acm.timus.ru и на acmp.ru 

 

Для справедливости отметим известную во всем мире платформу для проведения междуна-
родных соревнований на алгоритмику codeforces.com [36] и ненамного отстающую по популярно-
сти от Codeforces американскую платформу topcoder.com [53], которая кроме алгоритмических за-
даний позволяет проводить соревнования по задачам на исследование, не имеющими единого вер-
ного алгоритма, но только ответ, подходящий больше или меньше.  

Еще одной полезной функцией ресурса по программированию является наличие среды для 
online-работы с ноутбуками Jupyter. Такой является платформа kaggle.com, предлагающая задачи на 
исследование [44]. Для примера на Рис. 13 представлена организация страницы задачи анализа 
личности клиента для поиска идеальных клиентов компании. 

 

 
Рис. 13. Задачи на анализ данных на kaggle.com 

https://polygon.codeforces.com/
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Из сайтов с продвинутой графикой отметим сайт codecombat.com [35], представленный в виде 
детской игры, для прохождения которой требуется написать программу на выбранном языке про-
граммирования (Рис. 14). 

 

 
Рис. 14. Задача на codecombat.com 

 

Поставим вопрос: какие из приведенных выше возможностей можно реализовать учите-
лю/преподаватель (или просто любителю) математики/информатики, используя минимум знаний 
и вложений. 

3. Пути создания специализированных элементов сайта по математике и/или информатике 

Считаем, что для написания шаблонного учебного курса по математики либо информатике 
будет достаточно разместить на используемый веб-сервер или хостинг подходящую систему 
управления обучением (например, Moodle [45]) либо воспользоваться соответствующим интер-
нет-сервисом (например, stepik). 

Под хостингом понимается услуга хостинг-провайдера по размещению сайта на сервере в Ин-
тернете круглосуточно, то есть это аренда веб-сервера для размещения на нем сайта. Кроме хо-
стинга сайту требуется домен – это имя сайта в Интернете. Доменное имя, как и хостинг, можно по-
лучить у хостинг-провайдера. Есть организации, предоставляющие хостинг и домен бесплатно для 
образовательных целей. 

Отметим, что для большей производительности Moodle между недорогим хостингом и серве-
ром лучше выбрать сервер. То же можно сказать про тестирующие системы для проведения сорев-
нований по программированию (например, ejudge). 

В случае, когда стоит задача создания сайта с индивидуальными параметрами, для написания 
кода вручную от начала и до конца во многих случаях потребуются годы. Поэтому программисты и 
верстальщики используют такие эффективные инструменты, как фреймворки и CMS.  

Фреймворк («конструкция» или «структура») веб-приложения – это программная среда, свое-
образный каркас для веб-проекта, она позволяет добавлять компоненты в зависимости от потреб-
ностей, упрощает веб-разработку: реализует маршрутизацию URL-адресов для обработчиков, взаи-
модействие с базами данных, поддержку сеансов и авторизацию пользователей и т. п. К фреймвор-
кам относятся, например, Yii [56], Symphony[50], Django[38], Flask[41]. 

CMS (Content Management System) – системы управления контентом (содержимым) сайта, то 
есть программы, создающей сайт и позволяющей управлять им через админ-панель или консоль с 
удобным интерфейсом. Из систем управления контентом для нас предпочтительны те, которые 
написаны на скриптовом языке программирования PHP: его код выполняется на сервере, в отличие 
от языка разметки HTML, исполняемого браузером. Это позволяет создавать динамические (интер-
активные) элементы: форумы, гостевые книги, формы взаимодействия с базами данных и тп. В ка-
честве примеров популярных свободных систем управления сайтом выделим WordPress [22], Joomla 
[25], Drupal [24]. 

Итак, код созданный на фреймворках имеет больше возможностей, он хорошо защищен, не 
содержит излишних надстроек, значит, отличается высокой производительностью. Однако первое 
время может быть тяжело разобраться в коде, для разработки сайта и его последующего обслужи-
вания потребуется больше времени по сравнению с CMS.  

https://ejudge.ru/
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Самое главное достоинство использования CMS – это минимальное время, требующееся для 
создания сайта, интуитивно понятный интерфейс (не требующим знания языков программирова-
ния) и наличием множества готовых расширений. Однако возможности многих CMS ограничены 
наличием подходящего расширения. Производительность полученного сайта ожидаемо ниже, чем 
созданного в фреймворке, сайт требует больше ресурсов (хотя это не имеет значения при мощном 
серверном оборудовании). 

Считаем, что для цели создания предметного сайта вполне подходит CMS WordPress. Она ха-
рактеризуется простотой использования, большой скоростью и устойчивостью, является бесплат-
ной для некоммерческого использования, использует PHP и поддерживает язык запросов SQL, ко-
торый воспринимает любой браузер. По состоянию на июнь 2021 года WordPress обслуживает бо-
лее 40 % из 10 миллионов лучших веб-сайтов. Подробнее о создании сайта с помощью WordPrecc 
можно посмотреть в издании соответствующей тематики [12]. 

Для решения специфических задач сайта (верстка формул, прорисовка качественных черте-
жей, анимации, внедрение тестов, обратной связи, подключение скриптов) достаточно использо-
вать ряд плагинов WordPress. Плагин – это функциональные дополнения системы, их создано 
огромное количество: на 14.11.2021г существует 59 420 бесплатных плагинов и практически каж-
дый день это число меняется. Рассмотрим некоторые из них. 

Работу с документами (чтение, создание заметок) организует, например, плагин 3D FlipBook, 
который работает с изображениями, PDF-файлами или HTMLS в качестве листающей книги [31]. 

Для создания LaTeX-формул хорошо зарекомендовали себя: 
1. Плагин Insert math (вставка формул) [43], подгружающий удобный визуальный редактор. 
2. Плагин QuickLaTeX [47], позволяющий вставлять в текст страницы LaTeX-формулы и гра-

фику TikZ, используя собственный синтаксис LaTeX без специальных вложенных тегов для каждого 
уравнения. Кроме того он допускает пользовательской преамбуле LaTeX использовать дополни-
тельные \usepackage{}и \newcommand{}. 

Формулы и чертежи, полученные в QuickLaTeX, всегда четкие и не зависят от коэффициента 
масштабирования в браузере. 

Для создания графики удобно использовать следующие инструменты, предоставляющие экс-
порт в TikZ: 

– пакет динамической математики GeoGebra (понятна школьнику), которая объединила гео-
метрию, алгебру и математическое исчисление [9]; 

– система Sketch для создания чертежей двух- или трехмерных твердых объектов и сцен [48]; 
– набор утилит ePiX для создания математически точных чертежей фигур, сюжетов и филь-

мов, способная отображать результаты сложных вычислений [40]. 
Просты в использовании плагин для добавления 3d-модели 3d-viewer (поддерживаемые 

форматы .glb, .gltf) [32] и плагин с возможностью ее поворота модели Vrm 360 3D Model Viewer (obj, 
stl, wrl, fbx) [55]. 

Для создания 3D-фигур подойдет любой пакет 3D-моделирования, к примеру Blender [34]. 
Существует немало соответствующих онлайн сервисов как, например, Tridiv [54].  

Для создания обучающих видеороликов подойдет программа записи видео с экрана Скрин-
шотер [26], лицензия которой подразумевает свободное использование. 

Для реализации обратной связи, в том числе для создании тестов, будут полезны плагины 
Contact Form 7 [16] и Watu Quiz [56]. 

Для сайтов, требующих написания индивидуальных сценариев (в том числе тестирование ко-
да, введенного пользователем) считаем целесообразным использовать Python-фреймворки. Так, 
например, в Python юнит-тесты, то есть скрипты для проверки правильности работы кода про-
граммы, могут быть созданы с помощью модуля PyTest.  

Особо отметим Python-фреймворки Django и Flask.  
В фреймворк Flask изначально заложен лишь самый необходимый функционал, который за-

тем можно расширять до требуемого уровня. Поэтому свое ознакомление с Python-фреймворками 
полезно начать именно с него (подробнее см. в [5]). 

Больше инструментов у Django (см. пособие [10]). Отметим, что для хостинга Джанго обычно 
требуется выделенный VPS/VDS-сервер, что существенно увеличивает стоимость хостинга.  

Примером сайта, использующего Django является texample.net [51]. Сайт содержит базу сгене-
рированных чертежей, создает изображение по введенному LaTex-коду, сохраненные на сайте 
LaTex-чертежи (рис. 15) можно использовать для изменения, можно оставлять комментарии. 

http://www.blender.org/
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Рис. 15. Задача на построение в LaTex на texample.net 

 
В этой статье мы привели небольшую часть технических решений для тематического сайта, 

однако надеемся, что они вдохновят читателя на новые свершения. 
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Abstract. As a result of the active digitalization of basic and additional education, a huge experience has been 
accumulated in the development of specialized Internet resources and their use in teaching such fields of knowledge as 
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Аннотация. В связи с юбилейной датой – столетием со дня основания Пермского гуманитарно-педаго-

гического университета – важно осознавать какие этапы становления и развития пройдены его подразделе-
ниями, и какой вклад они внесли в общее дело высшего профессионального педагогического образования.  
В данной статье названные аспекты раскрываются в отношении старейшей в вузе кафедры математического 
анализа. Приводятся интересные сведения из жизни, педагогической и научно-исследовательской деятельно-
сти работавших в разное время на различных факультетах педагогического вуза ее преподавателей.  

 
Ключевые слова: Пермский пединститут, Пермский педагогический университет, кафедра математи-

ческого анализа, математическое образование, подготовка учителя, математический анализ, обучение мате-
матике, научно-исследовательская работа. 

 
В постановлении плановой Комиссии Главпрофобра от 9 сентября 1921 года было принято реше-

ние об основании Пермского педагогического института. Состоял он из трех факультетов: дошкольного 
воспитания, педагогического и школьно-инструкторского. Педагогический факультет имел в своем со-
ставе физико-математическое отделение. Разделы, относящиеся к высшей математике, преподавались 
в институте с момента его открытия. Отдельная кафедра высшей математики, в дальнейшем именуе-
мая кафедрой математического анализа, 
образовалась в 1938 г. Возглавил кафедру 
кандидат физико-математических наук, до-
цент Борис Васильевич Бородин и был ру-
ководителем кафедры до 1956 года.   

 Основной учебной дисциплиной в 
первые годы был математический анализ. 
В 40–50-х годах XX века к ним добавились: 
теория функций, дифференциальная гео-
метрия, методы математической физики, 
история математики, а затем и теория ве-
роятностей. В связи с этим с 1955 г. она 
называлась кафедрой высшей математи-
ки. В 1972 г. при перестройке системы 
подготовки учителей математики в пед-
институтах первоначальное название бы-
ло восстановлено. Кафедра оказала за-
метное влияние на развитие математиче-
ского просвещения на Урале. В ее составе 
всегда трудились замечательные преподаватели, покорявшие студентов педагогическим мастер-
ством и научной эрудицией, воспитавшие много поколений учителей (Рис. 1). 

Кафедрой заведовали: Борис Васильевич Бородин, Иван Иванович Лихолетов, Иван Василье-
вич Мисюркеев, Лев Израилевич Волковыский, Игорь Дмитриевич Пехлецкий, Юрий Федорович 
Фоминых. Годы их руководства кафедрой отмечены на Рис. 2–3. 

 
© Латышева Л. П., 2021 

Рис. 1. Преподаватели и студенты – выпускники  
математического факультета 1938 года. 

 



 
                              Mathematical bulletin of Vyatka State University, Is. 4 (23), 2021                                    

 

  47 

 
 

Б. В. Бородин – зав.  кафедрой 
 в 1938–1956 гг. 

 
 
И. И. Лихолетов – зав. кафедрой  

в 1956–1961 гг. 

 
 
И. В. Мисюркеев – зав. кафедрой 

в 1961–1962 гг. 

Рис. 2. Заведующие кафедрой в годы ее становления и развития 

 
Борис Васильевич Бородин (Рис. 2) родился в 1892 году в Перми. В 1917 г. окончил Москов-

ский университет. В 1920–1922 гг. работал преподавателем в Московском математическом инсти-
туте, в 1922–1932 гг. – ассистентом кафедры математики ПГУ. В 1932 г. был избран на должность до-
цента кафедры математики ПГПИ, в 1938 г. возглавил вновь созданную кафедру математическо-
го анализа. В годы Великой Отечественной войны он выступал с пропагандистскими лекциями и 
беседами перед населением города. В 1947–1957 гг. был деканом физико-математического фа-
культета, в 1954 г. – депутатом Пермского горсовета. Научные труды кандидата физико-мате-
матических наук Б.В. Бородина посвящены вопросам теории комплексных чисел и методике препо-
давания математики в школе. Он является автором учебника математики для 4-го класса (1932 г.),  
а также многочисленных статей в «Ученых записках ПГПИ». Б. В. Бородин награжден орденом Ле-
нина (1953), медалью «За доблестный труд в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.» (1947), 
знаком «Отличник народного просвещения» (1948)1. 

Иван Иванович Лихолетов (Рис. 2) родился 28 октября 1910 года в Санкт-Петербурге. В 1931 г. 
окончил Воронежский лесотехнический институт. В 1936 г. поступил в ЛГУ на механико-мате-
матический факультет, в 1937 г. Перевелся в МГУ на заочное отделение. Работал преподавателем в 
средних школах Воронежской области. В 1941 г. был мобилизован и командирован на один из заво-
дов в город Пермь. В 1949 г. закончил обучение в МГУ и был принят ассистентом кафедры матема-
тического анализа физико-математического факультета ПГПИ. В 1953 г. окончил аспирантуру, в 
1954 г. защитил кандидатскую диссертацию, став кандидатом физико-математических наук, вел 
занятия по математическому анализу, теории функций и другим дисциплинам. С 1953 г. стал стар-
шим преподавателем кафедры математического анализа ПГПИ. В 1954 г. был избран деканом фи-
зико-математического факультета ПГПИ. В 1955 г. ему присвоено звание доцента. В 1961 году пе-
решел на другую работу. Научные интересы его связаны с теорией функций. Он является одним из 
авторов книги «Руководство к решению задач по высшей математике, теории вероятностей и ма-
тематической статистике». И. И. Лихолетов награжден медалью «За доблестный труд в Великой 
Отечественной войне 1941–1945 гг.». 

Иван Васильевич Мисюркеев (Рис. 2) родился 21 января 1917 года в селе Суво Баргузинского 
уезда Иркутской губернии. В 1939 г. с отличием окончил математическое отделение физико-ма-
тематического факультета Иркутского педагогического института и в нем стал ассистентом кафедры 
математики. С 1940 г. работал в школах Забайкалья, в 1947 г. – в Хабаровском пединституте ассистен-
том, затем старшим преподавателем кафедры математики. В 1952 г. был направлен в аспирантуру в 
Ленинградском университете, где успешно защитил кандидатскую диссертацию с присуждением 
ученой степени кандидата физико-математических наук. Преподавал в педагогических институтах 
Хабаровска и Кургана. В 1957 г. был принят доцентом кафедры высшей математики ПГПИ. С 1958 г. 
по 1959 г. работал заместителем директора ПГПИ по учебной работе. В 1962 г. перешел на работу в 
                                                                 
1 Здесь и далее сведения о персоналиях основаны на архивных материалах кафедры математического анализа 
и некоторых биографических данных, указанных в [1]. 
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ПГУ. Он, автор сборника задач по методам математической физики, возглавил в ПГПИ научное 
направление – нелинейный функциональный анализ. И. В. Мисюркеев награжден медалью «За доб-
лестный труд в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.», орденом «Знак Почета».  

Лев Израилевич Волковыский (Рис. 3) родился 18 марта 1913 г. в Белостоке. В 1935 г. окончил 
физико-математический факультет МГПИ, в 1937 г. – аспирантуру при Научно-исследовательском 
институте математики МГУ, защитив кандидатскую диссертацию. В 1947 г. окончил докторантуру 
при Московском институте им. В.А. Стеклова. В 1948 г. защитил докторскую диссертацию, в 1949 г. 
был утвержден в звании профессора. Он работал в различных вузах страны: в МИХИ, МГУ, Томском 
пединституте, Львовском университете. В 1955 г. стал профессором, зав. кафедрой теории функций 
ПГУ и по совместительству – профессором кафедры высшей математики ПГПИ. Читал курсы мате-
матического анализа и теории функций. Доктор физико-математических наук, профессор Л. И. Вол-
ковыский в 1962 г. создал научную школу исследователей вопросов теории функций комплексного 
переменного (был научным руководителем кандидатских диссертаций по теории функций ком-
плексного переменного, возглавлял исследования в области теории римановых поверхностей и 
геометрических вопросов функций комплексного переменного). Многие из его учеников защитили 
докторские и кандидатские диссертации (в том числе впоследствии заведовавшие кафедрой мате-
матического анализа Игорь Дмитриевич Пехлецкий и Юрий Федорович Фоминых). С 1963 г. заведо-
вал кафедрой высшей математики ПГПИ, руководил научной работой аспирантов. В 1965 г. пере-
ехал в г. Ташкент, где работал профессором кафедры теории функций университета. Он – автор не-
скольких монографий и книг, в том числе сборника задач по теории функций комплексного пере-
менного для студентов педагогических вузов и университетов.  

 

 
 

Л. И. Волковыский – зав. кафедрой 
в 1963–1965 гг. 

 
 

И. Д. Пехлецкий – зав. кафедрой 
в 1965–1983 гг.; в 1988–2001 гг. 

 
 

Ю. Ф. Фоминых – зав. кафедрой 
в 1983–1988 гг. 

Рис. 3. Учитель и его ученики – заведующие кафедрой 

 
В общей сложности более 30 лет кафедрой заведовал Игорь Дмитриевич Пехлецкий (Рис. 3). 

Он родился 3 июля 1938 г. в Перми. В 1960 г. окончил с отличием физико-математический факуль-
тет ПГУ, в 1964 г. – одногодичную аспирантуру при кафедре высшей математики ПГПИ. Защитил в 
1964 г. кандидатскую диссертацию и стал кандидатом физико-математических наук. В 1961 г. рабо-
тал учителем математики Полазненской школы Пермской области. Работая в ПГПИ с 1961 г., был 
ассистентом, старшим преподавателем, доцентом, профессором. В 1988 г. защитил докторскую дис-
сертацию и получил ученую степень доктора педагогических наук. Возглавлял на кафедре научное 
направление исследований по теме «Моделирование закономерностей процесса обучения», руко-
водил аспирантурой. Являлся членом диссертационных советов по защите докторских и кандидат-
ских диссертаций по математике, педагогике, психологии в Перми, Тюмени. Автор многочисленных 
научных и учебно-методических публикаций по теории функций комплексного переменного, мето-
дике преподавания математики и педагогике, в том числе учебника «Математика» для средних спе-
циальных учебных заведений. И. Д. Пехлецкий награжден знаком «Отличник народного просвеще-
ния», удостоен звания «Заслуженный работник высшей школы», избран действительным членом 
(академиком) Международной педагогической академии – научно-творческого сообщества ученых 
и педагогов стран СНГ.  
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На сайте Пермского государственного научно-исследователь-
ского университета (ПГНИУ) в разделе «Наши выпускники» отмечает-
ся: «Игорь Дмитриевич был эрудированным ученым с широким спек-
тром изучения математики. Он возглавил научное направление по во-
просам приложения математики и кибернетики к биологии, психоло-
гии и медицине. Разработал оригинальную концепцию системного 
подхода к изучению процессов и явлений разной качественной приро-
ды. Эта концепция была реализована в докторской диссертации 
«Структурно-количественный анализ как аппарат дидактических ис-
следований (педагогико-математический аспект)». И. Д. Пехлецкому 
принадлежит цикл теоретических и экспериментальных работ на сты-
ке областей дидактики, методики преподавания математики, психоло-
гии и прикладной математики. Богатством своих знаний он щедро де-
лился с коллегами, аспирантами. Сегодня научная школа И. Д. Пехлец-
кого наряду с другими занимает достойное место в педагогическом 
университете» [2] (Рис. 4). 

Юрий Федорович Фоминых (Рис. 3) родился 18 марта 1937 г. в 
селе Ершовка (Удмуртия). В 1959 г. окончил математический факуль-

тет ПГУ, в нем был принят инженером вычислительного центра, работал старшим преподавателем, 
доцентом. В 1964–1967 гг. обучался в аспирантуре при кафедре теории функций ПГУ. Защитил кан-
дидатскую диссертацию, получил ученую степень кандидата физико-математических наук. В 1975–
1983 гг. заведовал кафедрой математики ПГСХИ. В ПГПИ содействовал открытию и становлению 
кафедры информатики. В 1993 г. защитил докторскую диссертацию, став доктором педагогических 
наук. В 1989 г. занял должность зав. кафедрой методики преподавания естественнонаучных дисци-
плин ПОИПКРО. В последующее время Ю. Ф. Фоминых заведовал кафедрой математики Пермского 
военного института ракетных войск, стал академиком Академии естествознания. Научные труды 
посвящены теории функций комплексного переменного и исследованию вопросов формирования 
научного мировоззрения учащихся. Он является автором многочисленных научных и учебно-
методических публикаций, в том числе одним из авторов монографии «Педагогика математики». 

В числе сотрудников кафедры были участники Великой Отечественной войны 1941–1945 гг., 
фронтовики и труженики тыла (Рис. 5). 

 

    

Старший преподава-
тель В. Г. Куколев 

Доцент В. И. Яцеев Доцент И. М. Лурье Доцент Н. Г. Гонин 

Рис. 5. Преподаватели кафедры, участники трудового фронта и боев  
с фашистскими захватчиками в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг. 

 
Владимир Георгиевич Куколев (Рис. 5), старший преподаватель, окончив в 1940 г. физико-

математическое отделение ПГПИ, ушел служить в Красную Армию. Был курсантом учебной батареи 
отдельного зенитного дивизиона соединения. После тяжелого ранения в 1943 г. был снят с военно-
го учета. Награжден медалями «За победу над Германией в Великой Отечественной войне 1941–
1945 гг.», «За доблестный труд в Великой Отечественной войне 1941–1945 гг.» [1, с. 215], «50 лет 
Вооруженных Сил СССР», «20 лет Победы над Германией». Научные интересы – математическая ло-
гика, теория чисел, программирование. Автор цикла публикаций и учебных пособий «Избранные 
разделы математики» для студентов вуза. 

Яцеев Василий Иванович (Рис. 5), кандидат физико-математических наук, доцент, после окон-
чания в 1941 г. физико-математического факультета Иркутского педагогического института участ-
вовал в боях Великой Отечественной войны сапером и разведчиком, командиром роты истребите-

Рис. 4. Профессор  
И. Д. Пехлецкий (1938–2001) 
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лей танков, командиром отдельной механизированной разведроты. За боевые заслуги он награж-
дён двумя орденами Отечественной войны II степени, орденом Красной Звезды, орденом Алек-
сандра Невского [1, с. 415]. Он автор большого числа научных и методических статей и пособий для 
студентов, декан математического факультета. 

Израиль Мовшевич Лурье (Рис. 5), доцент, вначале Великой Отечественной войны, в 1941 г., 
направлен на завод им. Ф. Э. Дзержинского. Работал сначала станочником, затем – бригадиром, – 
мастером участка, которому было присвоено звание «Фронтовой». Он был автором многих учебных 
пособий для студентов и учителей; изучал проблемы совершенствования обучения математике 
студентов математического и физического факультетов.  

Николай Григорьевич Гонин (Рис. 5), кандидат технических наук, доцент, после окончания 
пермской школы № 11 ушел добровольцем служить в рядах Красной Армии. Воевал в составе ар-
тиллерийской противотанковой бригады 1-го Украинского фронта. Он награжден орденами Крас-
ной Звезды и Отечественной войны IIстепени, многочисленными медалями [1, с. 113]. Научные 
публикации посвящены вопросам статистических методов регулирования качества продукции. 

Проблемы совершенствования профессиональной подготовки будущих учителей и препода-
вания математики в вузе и школе были активно развиваемым научным направлением кафедры в 
течение всего времени ее существования. Проводились исследования по проблемам использования 
достижений математики и кибернетики в психологии, медицине, биологии. В 1969 г. при кафедре 
открылась вычислительная лаборатория, оснащенная быстродействующей ЭВМ «Минск-1» (Рис. 6). 

Научные разработки в разных областях теоретической и прикладной математики характерны 
для всех периодов деятельности кафедры (Рис. 7). В 1961 г. создается научное направление по не-
линейному функциональному анализу, в 1962 г. – по теории функций комплексного переменного, в 
1980 г. – по теории дифференциальных уравнений, в 90-е годы – по изучению методов решения 
прикладных задач. Преподаватели вели активную научную работу, участвовали во всесоюзных, 
республиканских и зональных конференциях. Преподаватели и сотрудники кафедры на постоянной 
основе поддерживали научное сотрудничество с педагогами и учеными многих городов страны, в 
том числе Москвы, Санкт-Петербурга, Екатеринбурга, Казани, Йошкар-Олы, Ульяновска, Ярославля, 
Саранска, Саратова, Челябинска, Магнитогорска, Барнаула, Вологды, Тюмени, Красноярска и др. 

 

 
Рис. 6. На ЭВМ «Минск-1» занятие со студентами проводит старший преподаватель 

Лариса Всеволодовна Пономарева  
 

Научные исследования преподавателей кафедры математического анализа в области при-
кладной математики характерны для всех периодов. В 1980 г. складывается направление, связан-
ное с теорией дифференциальных уравнений. Другое направление – «Исследование проблем со-
вершенствования профессиональной подготовки будущих учителей» (Рис. 8). 
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Рис. 7. Кафедра математического анализа в 70-е годы XX века 

 

 
Рис. 8. Сотрудники кафедры математического анализа в 80-е годы XX века 

 
В 90-е годы ХХ века в русле научных идей, разработанных профессором И. Д. Пехлецким, со-

трудниками кафедры проводились коллективные научно-педагогические исследования по направ-
лениям: математизированные модели дидактических явлений и процессов; проблемы совершен-
ствования преподавания математики в средней и высшей школе; проблемы преподавания матема-
тического анализа в вузе (Рис. 9). 

В русле разрабатываемых на кафедре научно-педагогических направлений коллективом ав-
торов были созданы Концепции регионального стандарта математического образования для г. Пер-
ми (1995 г.), системы региональных образовательных стандартов для общеобразовательных учеб-
ных заведений Пермской области (1996 г.), регионального стандарта математического образования 
для Пермской области (2001 г.). 

 

 
Рис. 9. Кафедра математического анализа в 90-е годы XX века 
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Основная учебная дисциплина, определяющая профиль кафедры в 2000-е годы, – математи-
ческий анализ, включающий в себя разделы современной математики, относящиеся к классическо-
му анализу, тории функции комплексного переменного, теории дифференциальных уравнений. Ка-
федра осуществляла также преподавание теории вероятности и математической статистики и ряда 
специальных курсов (Рис. 10).  

 

 
Рис. 10. Кафедра математического анализа в 2000-е годы 

 
Под руководством профессора И. Д. Пехлецкого в 1989 г. на кафедре была открыта аспиранту-

ра (по специальности 13.00.01 – общая педагогика и история педагогики и образования). В рамках 
этой аспирантуры подготовлены диссертационные исследования и защищены диссертации на со-
искание ученой степени кандидата и доктора наук по указанной специальности (Рис. 11). 

Ирина Павловна Лебедева (на фото (Рис. 11) первая слева) в 1989 г. окончила ПГПИ, в 1989–
1992 гг. обучалась в очной аспирантуре, защитила кандидатскую диссертацию; в 1992–2002 гг. ра-
ботала ассистентом, старшим преподавателем, доцентом; опубликовала большое число научных 
работ, в том числе монографию, в 2001 г. защитила докторскую диссертацию по педагогике. В по-
следующее время – профессор, возглавляющий научно-исследовательскую лабораторию. 

Последовательное развитие вычислительной лаборатории кафедры математического анали-
за при оснащении и переоснащении ее все более и более быстродействующими, современными ЭВМ 
(«МИР-2» и др.), а затем – персональными компьютерами соответствовало требованиям времени.  

Все это положило начало компьютеризации учебного процесса и позволило открыть в 1986 г. 
под руководством профессора Е. К. Хеннерановую кафедру – кафедры информатики и вычисли-
тельной техники, а затем – факультета информатики и экономики.  

 

 
Рис. 11. Ученицы профессора И. Д. Пехлецкого 

 
Евгений Карлович Хеннер (Рис. 12) в 1968 г. окончил ПГУ, в 1971 г. – аспирантуру, в 1973 г. 

защитил кандидатскую, в 1991 г. – докторскую диссертации. В ПГПИ с 1972 г. ассистент, затем 
старший преподаватель, доцент кафедры математического анализа, с 1985 г. заведующий кафедрой 
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информатики и вычислительной техники, декан математического факультета. В области физики 
ученому принадлежит цикл работ по основам теории спиновой динамики в магниторазбавленных 
твердых телах. Он доктор физико-математических наук, профессор, член научно-технического со-
вета по информационным технологиям в образовании Минобразования РФ, с 1997 г. возглавляет 
координационный совет по информатизации образования при краевом департаменте образования 
и науки, с 2002 г. работает в ПГУ (в настоящее время ПГНИУ). Он – один из авторов семи учебных 
пособий по информатике, изданных по итогам конкурсов Минобразования РФ и различных фондов, 
является лауреатом премии Президента РФ в области образования, награжден знаками «Отличник 
высшей школы», «Отличник народного образования», медалью им. К. Д. Ушинского. 

 

 
Рис. 12. Доктора наук (слева направо): И. Д. Пехлецкий, Ю. Ф. Фоминых, Е. К. Хеннер  

 
Многие сотрудники кафедры стали ведущими учеными страны, издали учебные пособия и 

учебники для вузов. Так, на Рис. 13 представлены классический задачник по теории функций ком-
плексного переменного (один из авторов – Л. И. Волковыский); руководство по высшей математике 
для вузов (один из авторов – И. И. Лихолетов); учебник по информатике для пединститутов (один 
из авторов – Е. К. Хеннер); задачник по методам математической физики (автор И. В. Мисюркеев). 

 

 
Рис. 13. Получившие широкое признание вузовские учебники и учебные пособия 

авторов – преподавателей кафедры математического анализа 

 
Основные научные результаты профессора И. Д. Пехлецкого в области педагогики связаны с 

разработанной им концепцией структурно-количественного анализа функционирования дидакти-
ческих систем. Его учебник «Математика» для средних специальных учебных заведений неодно-
кратно переиздан. На Рис. 14 представлены его труды, посвященные профессиональной подготовке 
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будущего учителя математики, учебник «Математика» и сборник воспоминаний и статей «Пробле-
мы вузовской педагогической и математической подготовки специалиста: материалы Всероссий-
ской научно-практической конференции, изданный в честь 65-летия со дня его рождения и в па-
мять о нем.  

В течение многих лет на кафедре были представлены следующие направления научно-иссле-
довательской работы: 1) моделирование закономерностей обучения как основа совершенствования 
учебного процесса; 2) математические методы решения прикладных задач; 3) исследование меха-
низмов интеграции математических знаний в профессиональной подготовке учителя математики; 
4) совершенствование профессиональной подготовки учителя математики. 

Много лет на кафедре проработал старший преподаватель Лев Борисович Бурди (на фото 
(Рис. 10) второй слева во втором ряду), в рамках второго из указанных направлений проводил 
научные исследования по теме «Плоскопараллельные течения идеальной несжимаемой жидкости». 

 

 
Рис. 14. Труды И. Д. Пехлецкого и воспоминания о нем в материалах конференции 

 

Ассистент (в настоящее время кандидат педагогических наук, имеющая ученое звание доцен-
та) Елена Леонидовна Черемных (на фото (Рис. 15) слева) проводила исследования о проведении 
дидактических оценок системообразующей роли образовательной области «математика» в образо-
вании, защитила диссертацию «Формирование комплекса математико-методологических умений 
при обучении математике будущих бакалавров физико-математического образования в педагоги-
ческом вузе». Ассистент Ольга Анатольевна Неволина (на фото (Рис. 15) справа) изучала свойство 
устойчивости специального вида дифференциальных уравнений. 

 

 
Рис. 15. Ассистент (ныне доцент) Черемных Е. Л. и ассистент Неволина О. А.  

 
Кандидат физико-математических наук, доцент Алексей Лаврентьевич Краснощеков (Рис. 16) 

проводил и проводит исследования по теме «Функции одной и многих комплексных переменных. 
Интегральные представления и формулы». Кандидат физико-математических наук, доцент Иван 
Иванович Кобяков (Рис. 16) занимался исследованием вопросов существования решений функцио-
нально-дифференциальных уравнений. Их исследования также относятся ко второму направлению. 
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Рис. 16. Доцент А. Л. Краснощеков и доцент И. И. Кобяков 

 

   
Рис. 17. Профессор Е. И. Смирнов и доцент Л. П. Латышева 

 
Евгений Иванович Смирнов (Рис. 17), кандидат физико-математических наук, доктор педаго-

гических наук, профессор, окончил Ярославский педагогический институт. Он работает в ПГПУ с 
2004 г., активно руководит исследовательской деятельностью студентов-магистрантов и аспиран-
тов, является автором 12 монографий и нескольких учебных пособий. Он один из разработчиков 
апробированного в Ярославском педуниверситете оригинального учебного плана подготовки учи-
телей математики, координатор международных программ и руководитель исследований в рамках 
третьего направления. Он почетный работник высшего профессионального образования, академик 
РАЕН. Под его руководством защищена одна докторская и 12 кандидатских диссертаций.  

«Повышение качества профессиональной математической подготовки будущего учителя» – 
такова тематика исследований в рамках четвертого направления кандидата педагогических наук, 
доцента Любови Павловны Латышевой (Рис. 17), с 2001 г. по 2011 г. заведовавшей кафедрой мате-
матического анализа.  

В рамках последнего из названных научных направлений работали все преподаватели кафед-
ры математического анализа и продолжают свои исследования в составе других кафедр до настоя-
щего времени.  

Старший преподаватель Лариса Георгиевна Недре (Рис. 18) исследовала роль фактора детер-
минированности в учебном процессе и практиковала в обучении современные технологии. 

Старший преподаватель Светлана Артемовна Юганова (Рис. 18) активно внедряла в учебный 
процесс использование системы MATHCAD. 

В рамках данного направления начала научную работу ассистент Анна Юрьевна Скорнякова 
(Рис. 18); защитив кандидатскую диссертацию «Формирование исследовательских компетенций в 
обучении математике будущих бакалавров педагогического образования с использованием инфор-
мационно-коммуникационной среды», стала кандидатом педагогических наук, доцентом. 
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В создании учебно-методических материалов участвовали все сотрудники кафедры. На Рис. 19 
приведены некоторые из изданий кафедры, активно применявшиеся и до сих пор использующиеся в 
учебном процессе на разных факультетах нашего вуза. 

 

   
Рис. 18. Старший преподаватель Л. Г. Недре, ассистент (ныне доцент) А. Ю. Скорнякова  

и старший преподаватель С. А. Юганова 

 

 
Рис. 19. Изданные в разные годы учебные пособия и учебно-методические разработки  

преподавателей кафедры математического анализа 

 
С учетом потребностей педагогического вуза и научных интересов преподавателей велись 

объединенные курсы математики на нескольких факультетах: физическом, биолого-химическом, 
информатики и экономики; студентов этих факультетов обучали практически все преподаватели 
кафедры математического анализа (Рис. 20).  
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.  
Рис. 20. Преподаватели кафедры математического анализа в 2006 г. 

 
24–26 сентября 2008 г. на базе Пермского государственного педагогического университета 

состоялся XXVII Всероссийский семинар преподавателей математики университетов и педагогиче-
ских вузов «Проблемы многоуровневой подготовки учителей математики для современной шко-
лы», посвященный 70-летию со дня рождения профессора И. Д. Пехлецкого (Рис. 21). До этого семи-
нар состоялся во многих городах России. В 2008 г. Перми выпала честь принимать участников се-
минара и издать сборник его материалов. 

На Рис. 22 представлен титул сборника материалов названного семинара, в подготовке кото-
рого кафедра математического анализа принимала активное участие. Научный руководитель семи-
нара, доктор педагогических наук, профессор, Заслуженный деятель науки РФ Александр Григорье-
вич Мордкович выступил соавтором статьи о научной и педагогической деятельности И. Д. Пехлец-
кого (Рис. 22). 

 

 
Рис. 21. Преподаватели кафедры математического анализа в 2008 г. 

 
К настоящему времени количество такого рода сборников, изданных в разных городах Рос-

сии, равно 40; в Брянске 7–9 октября 2021 г. состоялся 40-й Международный научный семинар пре-
подавателей математики и информатики университетов и педагогических вузов «Развитие общего 
и профессионального математического образования в системе национальных университетов и пе-
дагогических вузов».  
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Вплоть до слияния кафедры математического анализа с другими математическими кафедра-
ми в 2011 году кафедра обеспечивала преподавание базовых учебных курсов по направлению «Фи-
зико-математическое образование» (бакалавриат и магистратура) и по специальности «Математи-
ка с дополнительной специальностью информатика» для студентов математического факультета 
дневного и заочного отделений. 

 

  
Рис. 22. Титул сборника и начальная страница статьи о профессоре И. Д. Пехлецком  

 
 Преподаватели кафедры осуществляли руководство педагогической практикой студентов, 

курсовыми и выпускными квалификационными работами, а также магистерскими диссертациями, 
возглавляли учебно-исследовательскую работу студентов в кружках и проблемных группах. Все 
члены кафедры во все периоды ее функционирования являлись квалифицированными специали-
стами, владели методикой работы в вузе, активно повышали свой научно-методический уровень. 

Таким образом, в год 100-летия нашего университета можно отметить, что кафедра матема-
тического анализа благодаря неустанному труду ее преподавателей со времени ее создания всегда 
занимала достойное место в вузе. 
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