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Аннотация. В статье изучается возможность построения ограниченного оператора, отображающего 

пространство аналитических функций с углами на соответствующее пространство Лебега измеримых 

функций. Рассматриваются пространства, состоящие из конечного числа гладких дуг, образующих в точках 

стыка положительные углы заданного раствора. Исследуемый ограниченный оператор можно считать 

аналогом оператора Бергмана в указанных пространствах аналитических функций. Построение данного 

оператора выполнено на основе нового воспроизводящего ядра. Данное ядро содержит мнимую часть 

некоторой показательной функции с аргументом из рассматриваемой области. Доказательство утверждения 

основано на интегральном представлении аналитических функций в областях с угловыми точками и 

свойствами конформно-отображающих функций в таких областях. Работа может быть интересна специа-

листам в области комплексного и функционального анализа. 

 

Ключевые слова: аналитическая функция, ограниченный оператор, область с углами. 

 

Классическая теорема М. Рисса утверждает, что сингулярный интеграл с ядром Коши функ-

ции из (1 )pL p< < +∞  пространства на действительной оси, является функцией класса Харди pH  

в верхней полуплоскости. 

Напомним, что пространство Харди (см. [17]) ,pH  0 < ,p ≤∞  определяется как множество 

функций аналитических в единичном круге, ( ),f H S∈  для которых 

0< <1

( , ) < ,sup=
def

p pH
r

f M r f ∞  

где для 0 < <1r  
1/

2

0

1
( , ) = ( ) (0 < < ); ( , ) = ( ) .sup

2

p
p

i i
p

R

M r f f re d p M r f f re
π

θ θ

θ
θ

π ∞
∈

  ∞∫ 
 

 

Пусть ( )(1 )pL G p≤ < ∞  – пространство Лебега в G  (G  – некоторая односвязная область на 

комплексной плоскости C), то есть множество функций, измеримых в области G  и удовлетворяю-

щих условию: 

( )
1

2
( ) ( ) .p

pp

L
G

f f z dm z= < +∞∫  
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Подпространство пространства ( )pL G , состоящее из функций, аналитических в области G , 

обозначим через ( )pA G . 

Хорошо известно (данные результаты во многом определяются вышеуказанной теоремой М. 

Рисса), что в случае, когда G  – область с гладкой границей, ограниченная и односвязная, то также 

существует ограниченный проектор, отображающий пространство ( )
p
L G

 
в ( ).

p
A G  

Решением задачи о построении таких линейных ограниченных операторов, которые отобра-

жают пространства измеримых функций на порождаемые пространства аналитических функций, и 

приложениями данных вопросов занимались многие авторы в своих исследованиях. Отметим среди 

них, например, работы [1]–[3], [5]–[9], [12]–[16], [18]–[20]. 

Так, например, в работе [13] устанавливается, что для области G , граница которой является 

аналитической кривой во всех точках, кроме нуля, и образует угол раствора 
π
α

 в нуле (прямоли-

нейный), оператор Бергмана 
0 2
( )( ) ( , ) ( ) ( )

G

P f z K z f dmζ ζ ζ= ∫  отображает пространство ( )pL G
 

на ( )pA G ; ограничен при [1, ), (1, )pα ∈ +∞ ∈ +∞ , при 
1 2 2

1, 1, ,
2 1 1

pα
α α

   ≤ < ∈ ∪ +∞  + −   
; 

неограничен при остальных p и α . 

В работах [4], [10], [11] также рассматриваются следующие классы функций и области с угла-

ми. Пусть )(GLpβ  – класс измеримых по Лебегу в области G  функций f  таких, что          

,1,0,)(),()( 2 −>+∞<<+∞<∂∫ ββ pwdmGwdwf
G

p
 

где 2dm  – плоская мера Лебега; )(GA pβ  – подпространство пространства )(GLpβ , состоящее из 

аналитических функций. 

Пусть (см. [11]) (С) – класс односвязных областей G на комплексной плоскости С, граница Γ  

каждой из которых состоит из конечного числа гладких дуг jΓ , образующих между собой в точках 

стыка jw  положительные внутренние углы ,
jα
π ,

2

1
+∞<≤ jα ,,...,2,1 mj = ).(Gmm =  Доказан 

следующий результат: 

Теорема 1. Пусть )(CG∈ ; ;:)( GSz →ϕ  
0)0( w=ϕ , 0)0( >′ϕ , Gw ∈0 , 

1−=ϕψ
 
. Тогда 

интегральный оператор вида 

)()()(
))()(1(

))(1(1
)())(( 2

2

2

2

µµψµ
ψµψ
µψ

π
η

η

η

η dmf
w

wFwfP
G

∫ ′
−

−+
== +  

непрерывно отображает )(GL
p
β  на )(GA

p
β , +∞<≤ p1 , 1−>β , });1(2{max λβη +> , 

ββ
α

λ ++−=
≤≤

)2)(1
1

(max
1

j
mj

, +∞<≤ jα
2

1
, ,,...,2,1 mj =  )(Gmm = , причем существует 

постоянная ),( pс β : 

.),(
)()( GLGA

pp fpcF
ββ

β≤  

В нашей работе рассмотрены области вида : arg
2

w C w
πα Ω = ∈ < 

 
– плоский угол рас-

твора πα  при всех 0 2.α< ≤  

Оказывается, указанный в теореме 1 оператор можно построить не только с аналогом ядра 

Бергмана, но и с ядрами других видов, одно из которых мы приведем в теореме 2: 
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Теорема 2. Пусть : arg
2

w C w
πα Ω = ∈ < 

 
, 0 2,α< ≤

 

max 2 2 , ,
2 2q q

α α
β α

 
> − − − 

 
 

1 ,p< < +∞  
1 1

1.
p q
+ =  

Тогда интегральный оператор 
2

( )( ) ( , ) ( ) ( )P f w K w f dmµ µ µ
Ω

= ∫ , где  

[ ] 1
ln2Im ( )1

( , ) (2 ) ( ) , ( ) ,
( ) ( )

wh
K w i h h w ie

h w h

β

β α
β

µβ
µ µ

π µ

+ ′= − =
 − 

 

отображает ( )pL Ω  в ( )pA Ω  и является ограниченным. 

Если при этом ( ) ( )pf w A∈ Ω , 2 1
a

p
β

 
> − 
 

, 0β ≥ , то ( )( ) ( )P f w f w≡ . 

Доказательство данной теоремы следует из нескольких утверждений. 

Лемма 1. 

2 02

( )
( ) ( , ) ( ),

q
q

П

dm c z
z

β

β

χ ζ η
ζ α β χ

ζ+
+

≤∫
−

 

где 
/2( ) 1 / , , ,pqz y z x iy z Пαχ += = + ∈ ,iζ ζ η= +  

1 1
1 , 1, 0, 1,

2
p

p q p

α
α β< < +∞ + = > > −  

0 ( , )c α β  – некоторая положительная постоянная, зависящая только от ,α β . 

Доказательство. 

( )
2

22 2
0

( )
( )

( )

q
p

П

d
dm d

x iy iz

αβ β

β β

χ ζ η ξ
ζ η η

ξ ηζ+

−+∞ +∞

+ +
−∞

 
 = ≤∫ ∫ ∫
 + − −−  

 

2 2

1 1
0

2( 2)

1 ( ) ( )

p py

y

d d
y y

α α
β β

β β

β η η
η η

β η η

− −
+∞

+ +

 
 +

≤ + ≤∫ ∫ + + + 
 

 

1
2 2

1
0

2( 2) 1

1

y
p p

y

d d
y

α α
β

β

β
η η η η

β

− − −+∞

+

 +  ≤ + ≤∫ ∫ +  
 

2
0

2( 2) 1 2
( , ) ( ).

1
1

2

qpp
y c z

p

α
β

α β χ
αβ αβ

−

 
 +
 ≤ + =

+  − + 
 

 

Использовали оценку 1
2p

α
β > −  и следствие из теоремы Фубини. 

Лемма 2. 
2 2

2 12

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ,

p p

П

z z
dm z c

z
β β

γ χ γ ζ χ ζ
α β

ηζ+
+

′ ′
≤∫

−
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где , ,i Пζ ξ η ζ += + ∈  
2( ) 1 / ,pqz y

α

χ =  ( )( ) exp exp ln ,
2

i
z z

πα
γ α = − 

 
 

max{2 2 , },0 2.
2 2q q

α α
β α α> − − − < ≤  

Доказательство. Нетрудно показать, что в условиях леммы 

( )

2 2
22 1

2
12 2

0 0
22 22

( , ) .
(sin )

(sin ) 4 sin
2

q
q

q

q

d
r dr c

r r

α
α βα

α π

β βα

ϕ ρ
α β

θϕ θ
ϕ ρ ρ

− − −
− −+∞

+ +
≤∫ ∫

+ − + 
 

ɶ  

Тогда 
2

22

( ) ( )
( )

p

П

z z
dm z

z
β

γ χ

ζ+
+

′
=∫

−
 

( )

2 1
2 2

2
0 0

22 22(sin ) 4 sin
2

q

q

d
r dr

r r

α
α π

βα

ϕ
α

ϕ θ
ϕ ρ ρ

− −+∞

+
= ≤∫ ∫

+ − + 
 

2 2 22

1 12

( ) ( )
( , ) ( , ) .

(sin )

pq

q
c c

α
α β

β β

γ ζ χ ζρ
α β α β

θ η

− − −

+

′
=ɶ  

Доказательство теоремы 2: 

Пусть ( ) ( ),1 .pf w L p∈ Ω < < +∞  

Покажем, что в условиях теоремы ( ) ( ).pK f A∈ Ω  

Достаточно показать, что при соблюдении условий теоремы 

( )
1

2 2 ( )
( )( ) ( ) ( , ) ( ) .p

pp

L G
K f w dm w c f w

α
α β

Ω

≤ < +∞∫  

Рассмотрим функцию ( ) ( ( )),G z f zγ=  где ( )( ) exp exp ln .
2

i
z z

πα
γ α = − 

 
 

Данная функция выполняет однолистное отображение верхней полуплоскости П+  на об-

ласть Ω . 

Далее, [ ] 2

2 2 22

Im ( )1
( )( ) ( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

p

p h
K f w dm w i h f dm dm w

h w h

β

β
β

µβ
µ µ µ

π µ
+

Ω Ω Ω

+ ′= ≤∫ ∫ ∫
 − 

 

2 22

1
(2 ) ( ) ( ) ( )

( )

p

П

i G dm dm w
h w

β
β

β

β η
ζ ζ

π ζ+

+
Ω

 
+  ≤ =∫ ∫  −  

 

2

2 22

1
(2 ) ( ) ( ) ( ) ( ).

p

П П

i z G dm dm z
z

β
β

β

β η
γ ζ ζ

π ζ+ +

+

 
+  ′= ∫ ∫  −  

 

Используя неравенство Гельдера, получаем: 
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2

2 22
( ) ( ) ( ) ( )

p

П П

z G dm dm z
z

β

β

η
γ ζ ζ

ζ+ +

+

 
 ′ ≤∫ ∫  −  

2

2 22 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

p

p q

П П
p q

G
z dm dm z

z z

β β

β β

ζ η η χ ζ
γ ζ

ζ χ ζ ζ+ +

+ +

 
 

′= ≤∫ ∫ 
    − −    

 

/

2

2 2 22 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).

( )

p q

p
q

pП П П

G
z dm dm dm z

z z

β β

β β

ζ η η χ ζ
γ ζ ζ

ζ χ ζ ζ+ + +

+ +

  
  ′≤ ∫ ∫ ∫     − −      

 

Так как ( ) ( ),1 ,pf w L p∈ Ω < < +∞  то 

( )
1

2 ( )
( )( ) ( ) .p

p p p

L G
П

K f w dm w f
α

+

= < +∞∫  

Из леммы 2 

2 2

2 12

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( , ) .

p p

П

z z
dm z c

z
β β

γ χ γ ζ χ ζ
α β

ηζ+
+

′ ′
≤∫

−
 

Тогда 

( )2

2 22 ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .

( )
p

p
p

p

L
pП П

G
z z dm dm z c f

z

β

β

ζ η
γ χ ζ α β

ζ χ ζ+ +

+ Ω

 
 ′ ≤ < +∞∫ ∫  −  

 

Далее, так как max 2 2 , ,0 2,
2 2q q

α α
β α α

 
> − − − < ≤ 

    

то согласно лемме 1 2 02

( )
( ) ( , ) ( ),

q
q

П

dm c z
z

β

β

χ ζ η
ζ α β χ

ζ+
+

≤∫
−

 а значит,  

/

2

2 2 22 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

p q

p
q

pП П П

G
z dm dm dm z

z z

β β

β β

ζ η η χ ζ
γ ζ ζ

ζ χ ζ ζ+ + +

+ +

  
  ′ ≤∫ ∫ ∫     − −      

 

( )1 ( )
( , ) .p

p

L
c fα β

Ω
≤ < +∞  Теорема 2 доказана. 
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Abstract. The article studies the possibility of constructing a bounded operator mapping the space of analyt-

ic functions with angles to the corresponding Lebesgue space of measurable functions. Spaces consisting of a finite 

number of smooth arcs forming positive angles of a given solution at the junction points are considered. The studied 

bounded operator can be considered an analogue of the Bergman operator in the specified spaces of analytic func-

tions. The construction of this operator is based on a new reproducing core. This kernel contains an imaginary part 

of some exponential function with an argument from the domain under consideration. The proof of the statement is 

based on an integral representation of analytic functions in domains with corner points and properties of conformal 

mapping functions in such domains. The work may be of interest to specialists in the field of complex and functional 

analysis. 
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