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Аннотация. В работе осмысляется определение понятия ( )ϕ,h -выпуклой на промежутке функции, 

обобщающего ряд известных понятий выпуклости, включая понятие классической выпуклости. Приводится 

геометрическая характеризация ( )ϕ,h -выпуклых и ( )ϕ,h -вогнутых функций. 

 

Ключевые слова: выпуклая функция, ( )ϕ,h -выпуклая функция. 

 

Введение. В настоящей статье авторы представляют начальные исследования, проведенные 

в рамках реализации содержания курса «Методика преподавания математики в вузе» для маги-

странтов математических направлений подготовки в Вятском государственном университете. Об-

суждается вопрос о работе с определением понятия «выпуклая функция» на этапе обобщения. 

Мы предполагаем осмыслить понятие так называемой ( )ϕ,h -выпуклой функции, обобщаю-

щее ряд известных понятий различных видов выпуклости вещественных функций одной веще-

ственной переменной. Наша основная цель – акцентировать внимание читателя на геометрической 

характеризации ( )ϕ,h -выпуклых функций. 

1. Понятие ( )ϕ,h -выпуклой функции 

Пусть →lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox, ( )lfconvL =  – 

пересечение всех промежутков, содержащих множество значений ( )lf  функции f, или по-другому – 

выпуклая оболочка этого множества. Пусть далее →lh : R и →L:ϕ R – непрерывные и строго 

монотонные функции. Следуя [4, с. 269], введем в рассмотрение следующее понятие. 

Определение 1. Функцию f условимся называть ( )ϕ,h -выпуклой на промежутке l, если для 

любых чисел a и b из l и любого ]1;0[∈λ  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )bfafbhahhf ϕλλϕϕλλ −+≤−+ −− 11 11
.   (1) 

Если для любых различных чисел a и b из l и любого ( )1;0∈λ  выполняется неравенство  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )bfafbhahhf ϕλλϕϕλλ −+<−+ −− 11 11
,   (2) 

то функцию f будем называть строго ( )ϕ,h -выпуклой на рассматриваемом промежутке. 

Очевидно, строго ( )ϕ,h -выпуклая функция является ( )ϕ,h -выпуклой. 

Аналогично определяются ( )ϕ,h -вогнутая и строго ( )ϕ,h -вогнутая функции, для чего в 

неравенствах (1)–(2) следует использовать знаки ≥  и > соответственно. 

Подчеркнем, понятие ( )ϕ,h -выпуклой на промежутке функции обобщает многие другие хо-

рошо изученные понятия различных видов выпуклости вещественных функций. Действительно, 

если в определении 1 положить ( ) xxh = , ( ) yy =ϕ , то будем иметь классическое определение 

понятия выпуклой на промежутке l функции. 

Если ( ) 0,0, ≠>= pxxxh p
, а ( ) yy =ϕ , то мы приходим к определению понятия р-

выпуклой на промежутке ( )∞⊂ ;0l  функции [13], в частности, при 1−=p  – к определению гар-

                                                                 

© Калинин С. И., Протасов Н. С., Макарова Ю. И., 2022 



 
Математический вестник Вятского государственного университета, 2022, № 2 (25) 
 

24 

монически выпуклой на промежутке ( ) ( )∞∪∞−⊂ ;00;l  функции [7], [11], а при 
2

1
=p  – 









1,
2

1
– выпуклой на промежутке ( )∞⊂ ;0l  функции [2]–[3]. 

Заметим также, пара функций ( ) xxh ln= , ( ) yy =ϕ  порождает определение GA-выпуклой 

функции [6], [9], [12], пара ( ) xxh = , ( ) yy ln=ϕ  – логарифмически выпуклой [1], [8], а пара 

( ) xxh ln= , ( ) yy ln=ϕ  – геометрически выпуклой функции [10]. 

Далее, если взять ( ) xxh = , а ( ) ryey =ϕ  ( )0≠r , то будем иметь определение r-выпуклой 

функции [4], [5], [14], в частности, при 1=r  – экспоненциально выпуклой. 

2. Вспомогательная лемма 

Пусть →lh : R и →L:ϕ R – непрерывные и строго монотонные функции на промежутках  

l⊂ Ox и L⊂ Oy соответственно. Положим, ( ){ }LylxyxLl ∈∈=Π ,;, . Введем в рассмотрение 

Определение 2. Всякую кривую, задаваемую уравнением 

( )( )xhy βαϕ += −1
, lx∈ , 

где α  и β  – некоторые константы, условимся называть ( )ϕ,h -кривой, или ( )ϕ,h -дугой. 

Справедлива следующая  

Лемма. Для любых точек ( )111 ; yxM , ( )222 ; yxM Ll ,Π∈  ( )21 xx ≠  существует един-

ственная ( )ϕ,h -кривая, проходящая через данные точки. 

Доказательство. Заметим, система уравнений  

( )( )
( )( )




+=

+=
−

−

2
1

2

1
1

1

xhy

xhy

βαϕ
βαϕ

 

относительно неизвестных параметров α  и β  равносильна линейной системе  

( ) ( )
( ) ( )




+=

+=

22

11

xhy

xhy

βαϕ
βαϕ

. 

Последняя же имеет единственное решение  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )12

1221

xhxh

xhyxhy

−
−

=
ϕϕ

α , 
( ) ( )
( ) ( )12

12

xhxh

yy

−
−

=
ϕϕ

β .    (3) 

Следовательно, кривая ( )( )xhy βαϕ += −1
, где α  и β  находятся по формулам (3),  

есть единственная ( )ϕ,h -кривая, проходящая через точки ( )111 ; yxM , ( )222 ; yxM . Лемма дока-

зана. 

Замечание 1. В условиях леммы уравнение ( )ϕ,h -кривой, соединяющей точки ( )111 ; yxM ,

( )222 ; yxM , можно записать в виде 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )








−
−

+
−
−

= −
2

12

1
1

12

21 y
xhxh

xhxh
y

xhxh

xhxh
y ϕϕϕ .    (4) 

Замечание 2. Если у точек ( )111 ; yxM , ( )222 ; yxM  ординаты совпадают, т. е. данные точки 

лежат на горизонтали, то уравнение (4) будет иметь вид 

1yy = . 

В этом случае ( )ϕ,h -кривая, соединяющая рассматриваемые точки, есть упомянутая гори-

зонталь. 
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3. Геометрическая характеризация ( )ϕ,h -выпуклой функции 

Пусть h и ϕ  – функции, характеризующие ( )ϕ,h -выпуклость функции f на промежутке l; 

[ ]ba;  – произвольный отрезок этого промежутка. Покажем, что справедливо следующее утвер-

ждение. 

Предложение 1. Для любого ( )bax ;∈  выполняется условие: точка( ))(; xfx  графика 

( )ϕ,h -выпуклой функции f будет находиться не выше точки ( )ϕ,h -дуги, соединяющей точки 

( ))(; afa , ( ))(; bfb  графика, с той же абсциссой x.  

Данный факт и будет характеризовать геометрически рассматриваемую функцию. 

Доказательство. Отправляясь от (4), составим уравнение упоминаемой ( )ϕ,h -дуги 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )







−
−

+
−
−

= − bf
ahbh

xhxh
af

ahbh

xhbh
y ϕϕϕ 11

    (5) 

и ( )bax ;∈  представим в виде 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )







−
−

+
−
−

= − bh
ahbh

ahxh
ah

ahbh

xhbh
hx 1

.     (6) 

Заметим при этом, что для величин правой части представления (5), записанных в виде дро-

бей, выполняются условия:  

( ) ( )
( ) ( )

( )1;0∈
−
−

ahbh

xhbh
, 

( ) ( )
( ) ( )

( )1;0∈
−
−

ahbh

ahxh
, 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1=
−
−

+
−
−

ahbh

ahxh

ahbh

xhbh
. 

Используя эти условия и ( )ϕ,h -выпуклость функции f, ее значение )(xf  оценим сверху 

следующим образом: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ≤















−
−

+
−
−

= − bh
ahbh

ahxh
ah

ahbh

xhbh
hfxf 1)(  

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )








−
−

+
−
−

≤ − bf
xhxh

xhxh
af

xhxh

xhxh
ϕϕϕ

12

1

12

21
.   (7) 

Но в произведенной оценке выражение (7) есть правая часть (5). Отсюда следует, что точка 

( ))(; xfx , ( )bax ;∈ , графика функции f лежит не выше точки с координатами x и 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )








−
−

+
−
−− bf

xhxh

xhxh
af

xhxh

xhxh
ϕϕϕ

12

1

12

21
 ( )ϕ,h -дуги (5). Нужное показано. 

Аналогичными рассуждениями доказывается 

Предложение 2. Если )(xf  – строго ( )ϕ,h -выпуклая на промежутке l функция, то для лю-

бого отрезка [ ]ba; , принадлежащего l, и любого ( )bax ;∈  выполняется условие: точка

( ))(; xfx  графика функции f лежит строго ниже точки ( )ϕ,h -дуги, соединяющей точки 

( ))(; afa , ( ))(; bfb , с той же абсциссой x. 

Соответствующую геометрическую характеризацию читатель может сформулировать и в от-

ношении ( )ϕ,h -вогнутых функций. 

4. Геометрическое определение ( )ϕ,h -выпуклости функции 

 Покажем, что предложение 1 обратимо. Справедливо 

Предложение 3. Пусть →lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox, 

( )lfconvL = . Пусть далее →lh : R и →L:ϕ R – непрерывные и строго монотонные функ-
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ции. Если для любого отрезка [ ]ba; , принадлежащего l, и любого ( )bax ;∈  выполняется усло-

вие: точка( ))(; xfx  графика функции f лежит не выше точки ( )ϕ,h -дуги, соединяющей точки 

( ))(; afa , ( ))(; bfb , с той же абсциссой x, то . f – ( )ϕ,h -выпуклая на промежутке l функция. 

Доказательство. В условиях доказываемого предложения для любых чисел a и b из l будет 

выполняться неравенство (7). Положим, в нем 
( ) ( )
( ) ( )

λ=
−
−

ahbh

xhbh
, тогда 

( ) ( )
( ) ( )

λ−=
−
−

1
ahbh

ahxh
.  

В терминах λ  это неравенство запишется в виде (1), в котором λ  будет меняться от 0 до 1 при из-

менении x от a до b.  

Таким образом, для функции f реализуется определение 1 ее ( )ϕ,h -выпуклости на проме-

жутке l. Предложение 3 доказано. 

Установленное предложение дает геометрическое определение понятия ( )ϕ,h -выпуклой на 

промежутке функции. 

Ясно, что аналогично доказывается 

Предложение 4. Пусть →lf : R – функция, заданная на промежутке l числовой прямой Ox, 

( )lfconvL = . Пусть →lh : R и →L:ϕ R – непрерывные и строго монотонные функции. Если 

для любого отрезка [ ]ba; , принадлежащего l, и любого ( )bax ;∈  выполняется условие: точка

( ))(; xfx  графика функции f лежит ниже точки ( )ϕ,h -дуги, соединяющей точки ( ))(; afa , 

( ))(; bfb , с той же абсциссой x, то . f – строго ( )ϕ,h -выпуклая на промежутке l функция. 

Данное предложение дает геометрический способ определения строго ( )ϕ,h -выпуклой на 

промежутке функции. 

Замечание 3. Предложения 3–4 с соответствующими изменениями можно переформулировать 

и в отношении ( )ϕ,h -вогнутых функций. 
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